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3.2 Exerćıcios . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

4 Poliedros e o Conjunto Viável 23
4.1 Poliedros . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
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Caṕıtulo 1

Um Pouco da História

Introduziremos a Programação Linear (PL) nos três primeiros caṕıtulos.
O que faremos neste caminho, então, será reescrever o que já existe na lite-
ratura, comentando alguns resultados que julgamos serem importantes para
a construção da história da PL, definindo o problema de PL e modelando
problema(s) de Programação Linear (PPL). Iniciamos descrevendo um pouco
da história da Programação Linear.

A PL poderia ter sido iniciada em torno de 1758 quando os economis-
tas começaram a descrever sistemas econômicos em termos matemáticos.
Também, Walras propôs em 1874 um sofisticado modelo matemático que
tinha como parte da sua estrutura coeficientes tecnológicos fixados.

O famoso matemático Fourier parece ter sido o primeiro a estudar de-
sigualdades lineares para a Mecânica e para a Teoria das Probabilidades.
Ele estava interessado em encontrar o ponto mı́nimo em um poliedro. Ele
sugeriu uma solução por uma descida de vértice em vértice para um mı́nimo,
que é o prinćıpio por trás do método simplex desenvolvido por Dantzig. Este
é provavelmente o primeiro exemplo, datado de 1826, de um problema de
PL. Mais tarde, em 1911, outro matemático famoso, Poussin, considerou o
mesmo problema e propôs uma solução similar. Veja página 21 em Dantzig
[14].

Em 1939, o matemático e economista Kantorovich, formulou e resolveu
um problema de PL tratando com organização e planejamento de produção.
Devido a guerra fria entre os Estados Unidos da América e a então União
Soviética, este trabalho ficou desconhecido para o Ocidente durante uns vinte
anos.

A literatura matemática continha inúmeros artigos concernentes a técnicas
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6 CAPÍTULO 1. UM POUCO DA HISTÓRIA

para resolver sistemas de equações lineares. Por outro lado, o estudo de sis-
temas de desigualdades lineares não despertava interesse até o advento da
Teoria dos Jogos em 1944 e de PL em 1947.

O problema geral de PL foi primeiramente desenvolvido e aplicado em
1947 por Dantzig, Wood e seus associados no Departamento da Força Aérea
dos Estados Unidos. Este grupo foi solicitado para pesquisar a viabilidade
em aplicar a Matemática e técnicas relacionadas para os problemas de plane-
jamento e programação militar. Mais tarde, em outubro de 1948, este grupo
recebeu o t́ıtulo oficial de Projeto SCOOP (Scientific Computation of Op-
timum Programs). O artigo fundamental circulou confidencialmente por al-
guns anos e foi publicado por Dantzig [13] em 1951.

A influência da Segunda Guerra Mundial foi decisiva para o surgimento da
PL e seu posterior desenvolvimento. Haviam necessidades (planejar, trans-
portar) e financiamentos (o Projeto SCOOP; o desenvolvimento dos com-
putadores; a Conferência de Chicago em 1949, onde matemáticos, economis-
tas e estat́ısticos de instituições acadêmicas e de várias agências governamen-
tais apresentaram trabalhos usando PL).

Em Teoria da Computação, um algoritmo é considerado eficiente quando
o seu número de passos for limitado polinomialmente, conforme Edmonds
[17] e Cobham [12] (a distinção entre algoritmos polinomiais e exponenciais
já havia sido sugerida por von Neumann [60]). Em 1972, Klee e Minty [31]
constrúıram um exemplo para estabelecer a não polinomialidade do algoritmo
simplex para um certo critério de escolha para a entrada na base. A partir
dáı, vários outros exemplos inviabilizaram novos critérios de escolha (veja
Shamir [53]). Algoritmos do tipo elipsóide foram introduzidos por Shor [54]
e Yudin e Nemirovskii [63] para Programação Convexa. Em 1979 e 1980,
Khachiyan [29] e [30], respectivamente, utilizou o método dos elipsóides para
o problema de viabilidade de PL com dados inteiros. Khachiyan definiu o
número L e mostrou que seu algoritmo resolve o PPL em tempo polinomial.
Todavia, no final da década de 70, convivemos com um fato curioso em PL:
por um lado, o método simplex com complexidade exponencial, mas que
funciona bem na prática e, por outro lado, o método dos elipsóides com
complexidade polinomial, mas que funciona mal na prática.

Em 1984, Karmarkar [28] publicou seu algoritmo de pontos interiores
baixando a complexidade em relação ao método de Khachiyan. Ele obteve
um limite para o número de iterações de O(nL) e um número de operações a-
ritméticas por iteração de O(n2,5), totalizando O(n3,5L) operações aritméticas.
A trajetória central foi inicialmente estudada por Bayer e Lagarias [4] e
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Megiddo [40]. Em 1986, Renegar [51] provou que o método de centros de
Huard escrito em termos da função barreira logaŕıtmica é polinomial para
problemas de PL, se o problema de minimização auxiliar é tratado pelo
método de Newton (Veja Nesterov [47]). Renegar obteve um limite de com-
plexidade de O(

√
nL) iterações, mas com complexidade total igual à de Kar-

markar. Em 1987, Gonzaga [22] e Vaidya [57] obtiveram simultaneamente
algoritmos com a complexidade de O(n3L), onde o primeiro desenvolve um
algoritmo que usa uma função de penalidade do tipo barreira logaŕıtmica e, o
segundo, seguindo a mesma metodologia de Renegar. Em 1999, Anstreicher
[1] obteve a complexidade de O((n3/ ln(n))L).

Os algoritmos de ponto-interior-inviável primais-duais para PL são con-
siderados os algoritmos de pontos interiores mais eficientes na prática (veja
Lustig, Marsten e Shanno [34] e, veja também, Marsten, Subramanian, Saltz-
man, Lustig e Shanno [38]). Kojima, Megiddo e Mizuno [32] provaram a
convergência de um algoritmo primal-dual de ponto-interior-inviável para
PL. Zhang [64] demonstrou convergência polinomial em O(n2L) iterações
detectando inviabilidade para uma determinada região. Mizuno [43] de-
monstrou O(n2L) para o algoritmo de Kojima, Megiddo e Mizuno e desen-
volveu uma variante deste obtendo O(nL) iterações. Ambos algoritmos de-
tectam inviabilidade para uma determinada região. A variante de Mizuno foi
um algoritmo preditor-corretor. Quase simultaneamente, Potra [48] obteve
a mesma complexidade em iterações. Ainda, Potra [49] demonstrou con-
vergência quadrática e O(

√
nL) iterações sob determinadas condições para o

ponto inicial. Ye, Todd e Mizuno [62] desenvolveram um método homogêneo
e auto-dual para PL, que possui O(

√
nL) iterações para uma formulação ar-

tificial do problema de PL. Todavia, no momento, a menor complexidade em
iterações para a formulação não artificial é O(nL). Supondo viabilidade dual,
Ye [61] obtém O(

√
nL) iterações para métodos de redução potencial combi-

nando fases 1 e 2 e Menezes e Gonzaga [42] obtêm a mesma complexidade
relacionando parâmetros de viabilidade e otimalidade com passos curtos.

Uma experiência para resolver um PPL com 837 restrições e 12.753.313
variáveis pode ser encontrada no artigo de Bixby, Gregory, Lustig, Marsten e
Shanno [8], os quais tratam com um algoritmo h́ıbrido ponto interior/simplex,
espećıfico para um problema que aparece no planejamento de tripulação
aérea. De fato, este trabalho fornece uma alternativa relevante no trata-
mento de PPL de grande porte.

No próximo caṕıtulo definiremos o problema de Programação Linear, o
qual é o problema que nos propomos estudar.
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Caṕıtulo 2

O Problema

Continuamos com a nossa introdução à Programação Linear. Nosso ob-
jetivo aqui é definir o problema de PL. Em particular, definimos o PPL na
forma padrão, no sentido de que qualquer PPL pode ser convertido para este
formato.

2.1 O problema no formato padrão

A Otimização pode ser vista como uma área da Matemática Aplicada,
em Matemática; ou uma área da Pesquisa Operacional, em Engenharias; ou
uma área da Matemática Computacional, em Computação. Independente-
mente da área, notamos que a Otimização é uma sub-área interdisciplinar e
importante.

O problema de Otimização consiste em encontrar, se posśıvel, os mini-
mizadores (ou os maximizadores) de uma função definida em uma determi-
nada região.

Consideremos os números inteiros m e n tais que n > m > 0. Dados uma
matriz numérica com coeficientes reais A, m× n, e vetores b ∈ Rm e c ∈ Rn,
o problema de Programação Linear no formato padrão é o seguinte problema
de Otimização, usualmente denominado problema primal:

(P ) minimizar cT x
sujeito a: Ax = b

x ≥ 0.

Seguem-se algumas definições associadas ao problema (P ).

9



10 CAPÍTULO 2. O PROBLEMA

Definição 2.1.1 Considere o PPL (P ).

(a) A função linear x 7→ cT x é chamada função objetivo.

(b) O conjunto

X = {x ∈ Rn; Ax = b, x ≥ 0}

é chamado conjunto viável e um ponto x ∈ X é denominado ponto
viável.

(c) O conjunto {x ∈ Rn; x > 0} é chamado conjunto de pontos interiores
e um ponto deste conjunto é denominado ponto interior. O conjunto
X 0 = {x ∈ X ; x > 0} é chamado conjunto de pontos interiores viáveis
e um ponto x ∈ X 0 é denominado ponto interior viável.

(d) Quando existe, o número v(P ) = min{cT x; x ∈ X} é denominado o
valor ótimo ou custo ótimo. O conjunto

X (P ) = {x ∈ X ; cT x = v(P )}

é chamado conjunto de soluções ótimas e um ponto x ∈ X (P ) é de-
nominado solução ótima ou minimizador ou ponto de mı́nimo.

(e) O problema (P ) chama-se problema ilimitado, quando existe uma se-
qüência (xk) tal que xk ∈ X e cT xk → −∞, quando k →∞.

(f) O problema (P ) chama-se problema inviável, quando X é vazio.

Podemos interpretar o PPL (P ) da seguinte maneira: dados uma matriz
tecnológica com números reais A, m× n, um vetor do lado direito b ∈ Rm e
um vetor custo c ∈ Rn, encontrar, se existir, um (e não ‘o’) vetor de variáveis
de decisão x∗ ∈ X tal que

cT x∗ = min{cT x; x ∈ X}.
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Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 1 agora?
Geralmente, pretendemos resolver um PPL no formato do problema (P ).

Isto é, o primeiro grupo de restrições envolve somente igualdades e todas as
variáveis do modelo são não negativas. Além disso, queremos minimizar o
valor da função objetivo.

Neste sentido, como reduzir um PPL qualquer para o formato padrão?
A resposta vem a seguir, iniciando com uma proposição, cuja demonstração
pode ser encontrada nas páginas 67 e 68 em [11].

Proposição 2.1.2 Seja C um conjunto viável de um PPL que possui alguma
solução ótima. Então,

max{cT x; x ∈ C} = −min{−cT x; x ∈ C}.

Demonstração: Seja x∗ ∈ C uma solução ótima do problema

max{cT x; x ∈ C}.

Para todo x ∈ C temos: pela definição de x∗, max{cT x} = cT x∗ ≥ cT x, que
é equivalente a, −cT x ≥ −cT x∗ = min{−cT x}. Portanto, para todo x ∈ C,
max{cT x} = −min{−cT x}, finalizando a demonstração.

Na ocorrência de

maximizar cT x
sujeito a: x ∈ X ,

podemos usar a proposição anterior assim,

minimizar −cT x
sujeito a: x ∈ X .

Observe que, caso exista solução ótima, dito x∗ ∈ X , o valor ótimo será
max{cT x; x ∈ X} = −min{−cT x; x ∈ X}, pois cT x∗ = −(−cT x∗).

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 2(a) agora?
Considere i = 1, . . . ,m. Na ocorrência de desigualdades do tipo

n∑
j=1

aijxj ≤ bi ou
n∑

j=1

aijxj ≥ bi,

basta tomarmos xn+i ≥ 0 tal que
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n∑
j=1

aijxj + xn+i = bi ou
n∑

j=1

aijxj − xn+i = bi,

respectivamente. Dizemos que xn+i é uma variável de folga, quando adi-
cionada na restrição e, variável de excesso, quando subtráıda na restrição.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 2(b) agora?
Por outro lado, considere j = 1, . . . , n. Na ocorrência de variáveis livres,

quer dizer, sem restrição de sinal, isto é,

xj ∈ R,

basta realizarmos uma mudança de variáveis definindo,

xj = x̄j − x̂j com x̄j ≥ 0 e x̂j ≥ 0.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 2(c) agora?
Ainda, considere j = 1, . . . , n. Sejam dados números reais lj e uj, com

lj 6= 0. Na ocorrência de variáveis do tipo

xj ≥ lj ou xj ≤ uj,

podemos considerar xj ≥ lj ou xj ≤ uj como restrições do tipo ≥ ou ≤,
respectivamente. Assim, aumentamos o número de restrições m para m+2n
e o número de variáveis de n para 3n. Como uma segunda alternativa,
podemos definir xj por x̄j + lj, para x̄j ≥ 0 e xj ≤ uj como restrições do tipo
≤. Assim, aumentamos o número de restrições m para m + n e o número de
variáveis de n para 2n. Ainda, para xj ≥ lj e xi ≤ ui com j 6= i, i = 1, . . . , n,
podemos definir

xj = x̄j + lj, x̄j ≥ 0 e xi = ui − x̄i, x̄i ≥ 0.

Assim, mantemos o número de restrições e variáveis e alteramos o vetor do
lado direito. Finalmente, se tivermos

lj ≤ xj ≤ uj, isto é, xj ≥ lj e xj ≤ uj,

existem técnicas eficientes para a resolução de problemas de PL com estas
restrições denominadas restrições tipo caixa (veja Bazaraa, Jarvis e Sherali
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[5]). Todavia, neste último caso (para n ”pequeno”), podemos usar a primeira
ou a segunda alternativas.

Note que não consideramos desigualdades estritas.

Atenção: Que tal fazer os exerćıcios 2 e 3 agora?
Sem perda de generalidade, supomos posto(A) = m; isto é, a matriz A

possui m linhas (ou colunas) linearmente independentes, e dizemos que A
possui posto completo. Com efeito, se as linhas da matriz A são linearmente
dependentes, então (P ) é inviável ou as equações lineares redundantes podem
ser removidas seqüencialmente até a matriz resultante ter posto completo
(posto máximo).

Além disso, se A é uma matriz nula e b é um vetor nulo, o posto de A é
igual a zero que é menor do que m. Neste caso, minimizar o valor de uma
função objetivo sujeito ao primeiro ortante (quadrante no R2, octante no R3,
etc.), possui o vetor nulo como uma solução, quando o vetor c ≥ 0, ou caso
contrário, trata-se de um problema ilimitado. Se b 6= 0 (para A nula), então
trata-se de um problema inviável.

Atenção: Que tal fazer os exerćıcios 4 e 5 agora?
A propósito, quando um problema de Otimização é um problema de PL?

Quando as funções envolvidas (a função objetivo e as restrições do problema)
são afins (lineares) e cont́ınuas.

No próximo caṕıtulo introduziremos o processo de modelagem em PL, que
evidenciará a relevância prática para o estudo dos métodos e dos algoritmos
para resolver PPL.

Atenção: Que tal fazer os exerćıcios 6 e 7 agora?

2.2 Exerćıcios

1. Para o problema

min −x1

s. a: x1 + x2 = 2
x1, x2 ≥ 0,

identifique:
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(a) a matriz tecnológica A, 1 × 2, o vetor do lado direito b ∈ R e o
vetor custo c ∈ R2; e

(b) a função objetivo; os conjuntos: viável, de pontos interiores, de
pontos interiores viáveis e de soluções ótimas; alguns pontos: viáveis,
interiores, interiores viáveis e a solução ótima; e o valor ótimo.

2. Colocar os seguintes problemas de PL no formato padrão:

(a)
maximizar x1

sujeito a : x1 + x2 = 2
x1, x2 ≥ 0.

(b)
minimizar x1

sujeito a : x1 + x2 ≤ 2
x1 + x2 ≥ 1
x1, x2 ≥ 0.

(c)
minimizar x1

sujeito a : x1 + x2 = 2.

(d)
minimizar x1

sujeito a : x1 + x2 = 2
x1 ≥ −1, x2 ≤ 0.

(e)

maximizar
√

2x1 − x2

sujeito a : x1 + 0, 005x2 + x3 ≤ 3000
x2 − x3 ≥ 1

x2 ≥ 0, 0, 1 ≤ x3 ≤ 8.

3. Considere o PPL do item (c) do exerćıcio anterior. Quantas variáveis
você obteve para o formato padrão? Você consegue ficar com apenas
três? Se sim, como? Senão, tente! Observe que para n variáveis livres,
sempre podemos realizar uma mudança de variáveis de tal maneira que
obtemos n + 1 variáveis não negativas, ao invés de 2n, por exemplo.
Dependendo da situação, isto pode ser vantajoso computacionalmente.
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4. Sejam dados a matriz A, 2× 3, e os vetores b ∈ R2 e c ∈ R3, a saber:

A =

[
1 1 1
1 1 1

]
, b =

[
1
2

]
e c =

 0
0
0

 .

Pede-se:

(a) Qual é o posto da matriz A? A tem posto completo?

(b) Considere o PPL no formato padrão definido por A, b e c. Este
problema é um problema inviável ou as equações lineares redun-
dantes podem ser removidas seqüencialmente até a matriz resul-
tante ter posto completo? Justifique.

(c) Considere a questão do item anterior. E se b = [2, 2]T ?

5. Considere o PPL (P ) com posto(A) = m. Verifique que a hipótese
n > m > 0 não é restritiva para o problema (P ). Quer dizer, verifique
que: se m = n, o sistema de equações lineares possui uma única solução
x̂. Se x̂ ≥ 0, então x̂ é a única solução ótima para o problema (P ).
Senão, (P ) é um problema inviável.

6. Quais dos seguintes problemas de Otimização são problemas de PL?
Justifique.

(a)

minimizar
√

5x3

sujeito a : x1 − x2 + x3 ≤ 1
x2 ≤ 0.

(b)

minimizar log(x1 + 1)
sujeito a : x1 + 2x2

2 = 2
x1, x2 ≥ 0.

(c)

minimizar −x1

sujeito a : x1 − x2 = 0
x1, x2 ∈ {0, 1}.
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7. (Página 12 em [18]) Considere o seguinte problema de Otimização:

minimizar |x1|
sujeito a : x1 + x2 = 7

x2 ≥ 0.

Converta este problema de Programação Não Linear, não diferenciável,
para um PPL no formato padrão, usando a seguinte sugestão: para
qualquer número real x, pode-se encontrar u, v ≥ 0, tais que |x| = u+v
e x = u− v. A propósito, os valores de u e v são únicos.



Caṕıtulo 3

Sobre a Modelagem

Neste caṕıtulo, finalizaremos a nossa introdução à PL. Nosso objetivo
aqui é introduzir o processo de modelagem para PPL, em contraposição ao
uso apenas da experiência e do bom senso. Neste caṕıtulo não estamos
interessados em resolver problemas de PL.

Citamos os primeiro e segundo caṕıtulos do livro de Goldbarg e Luna [19]
como uma boa referência para o estudo de modelagem.

Os responsáveis pela tomada de decisões nos mais variados campos da
atividade humana defrontam-se com a necessidade de resolver algum pro-
blema espećıfico de Otimização. O primeiro passo fundamental é a for-
mulação, que consiste em traduzir a realidade emṕırica para o estabeleci-
mento do modelo matemático. No entanto, a correspondência entre sistema
real e modelo formal está longe de ser perfeita: a tradução está sujeita a
erros, simplificações e falhas de comunicação. Também, não existem técnicas
precisas capazes de permitir o estabelecimento do modelo de um problema.
Para consegúı-lo, é importante a nossa capacidade de análise e śıntese. O
próximo passo é a dedução do modelo, isto é, analisá-lo e resolvê-lo através
de algoritmos espećıficos. Sua solução, atenta aos métodos numéricos em
Computação, sugere uma tomada de decisão. Para a sua sustentação, recor-
remos ao próximo passo que é a interpretação de uma solução do modelo
para uma solução do sistema real. Neste ponto, o uso da experiência e do
bom senso é de significativa relevância. Se o modelo não for validado, ele
deve ser reformulado, e assim por diante. Este é o processo de modelagem
(veja Ravindran, Phillips e Solberg [50]).

Considerando o processo de modelagem, estudaremos neste caṕıtulo o
passo da formulação.

17
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A seguir vamos enunciar um problema da dieta. O problema da dieta é
famoso na literatura da PL porque ele foi o primeiro problema econômico
resolvido, em prinćıpio como teste, após o advento da disciplina PL (veja
Namen e Bornstein [45]).

3.1 Um problema da dieta

Nesta seção, estudaremos um problema da dieta em nutrição de rumi-
nantes para Programação Linear. Para uma abordagem em Programação
Não Linear, veja Menezes e Vieira [41].

Vamos separar esta seção em duas subseções: o problema prático e o
modelo matemático.

3.1.1 O problema

Suponhamos que fomos convidados para resolver o problema de minimizar
o custo de uma dieta para vacas leiteiras em lactação para uma produção de
leite de 20kg/dia por vaca.

Um cientista em nutrição de ruminantes1 sugere que, para uma boa dieta,
a vaca em lactação deve consumir feno, silagem de milho, fubá, farelo de soja
e mistura mineral.

Para cada quilo de feno, temos em média 50g de protéına, 1,2Mcal de
energia, 750g de fibra, 10g de cálcio e 1g de fósforo. Para cada quilo de
silagem de milho, temos em média 30g de protéına, 1,5Mcal de energia, 600g
de fibra, 6g de cálcio e 1g de fósforo. Para cada quilo de fubá, temos em
média 90g de protéına, 2,8Mcal de energia, 90g de fibra, 0,9g de cálcio e
0,2g de fósforo. Para cada quilo de farelo de soja, temos em média 450g de
protéına, 2,5Mcal de energia, 150g de fibra, 3,2g de cálcio e 1,6g de fósforo.
Para cada quilo de mistura mineral, temos em média 0g de protéına, 0Mcal
de energia, 0g de fibra, 320g de cálcio e 160g de fósforo.

Além disso, para uma boa dieta, a vaca em lactação deve possuir na sua
alimentação pelo menos 2240g/dia de protéına, pelo menos 24Mcal/dia de
energia, pelo menos 6000g/dia de fibra e no mı́nimo 64g/dia e no máximo
160g/dia de cálcio e fósforo.

1Os dados que se seguem foram fornecidos pelo colega zootecnista Ricardo Vieira,
quando no Instituto Melon, através de uma comunicação telefônica.
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O preço médio do quilo de feno, silagem de milho, fubá, farelo de soja e
mistura mineral são, respectivamente, 35 centavos, 30 centavos, 20 centavos,
28 centavos e 60 centavos.

3.1.2 O modelo

Uma vez que já dissemos não haver regras precisas para o processo de
modelagem, sugerimos uma tentativa de encontrar inicialmente as variáveis
de decisão. E, finalmente, sugerimos verificar as unidades de grandeza de
cada dado, logo, das variáveis de decisão também.

Neste caso, definimos xj, j = 1, 2, . . . , 5, as variáveis de decisão que pre-
tendemos encontrar, se existir, a saber:

xj : quantidade em quilogramas por dia do j-ésimo alimento para cada vaca.

Quer dizer, em quilogramas, para j = 1 temos a quantidade do alimento feno,
para j = 2 temos a quantidade do alimento silagem de milho, para j = 3
temos a quantidade do alimento fubá, para j = 4 temos a quantidade do
alimento farelo de soja e para j = 5 temos a quantidade do alimento mistura
mineral.

Aqui, o nosso objetivo é minimizar o custo da compra dos alimentos, a
saber:

0, 35x1 + 0, 30x2 + 0, 20x3 + 0, 28x4 + 0, 60x5.

Nosso objetivo de minimização está sujeito a algumas restrições. Sabemos
que cada quilo de feno fornece 10g de cálcio, cada quilo de silagem de milho
fornece 6g de cálcio, cada quilo de fubá fornece 0,9g de cálcio, cada quilo de
farelo de soja fornece 3,2g de cálcio e cada quilo de mistura mineral fornece
320g de cálcio. Assim, temos que x1 quilos de feno, x2 quilos de silagem de
milho, x3 quilos de fubá, x4 quilos de farelo de soja e x5 quilos de mistura
mineral fornecerão conjuntamente 10x1 + 6x2 + 0, 9x3 + 3, 2x4 + 320x5g/dia
de cálcio, um total que deve atender o mı́nimo desejado de 64g/dia de cálcio
e o máximo desejado de 160g/dia de cálcio. Desta forma, podemos construir
duas inequações, a saber:

10x1 + 6x2 + 0, 9x3 + 3, 2x4 + 320x5 ≥ 64

e
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10x1 + 6x2 + 0, 9x3 + 3, 2x4 + 320x5 ≤ 160.

Da mesma maneira, obtemos as seguintes desigualdades:

50x1 + 30x2 + 90x3 + 450x4 ≥ 2240
1, 2x1 + 1, 5x2 + 2, 8x3 + 2, 5x4 ≥ 24

750x1 + 600x2 + 90x3 + 150x4 ≥ 6000
x1 + x2 + 0, 2x3 + 1, 6x4 + 160x5 ≥ 64

x1 + x2 + 0, 2x3 + 1, 6x4 + 160x5 ≤ 160.

Finalmente, compramos os alimentos ou não. Quer dizer, não podemos
ter quantidades negativas de alimentos. Então,

xj ≥ 0, j = 1, 2, . . . , 5.

Portanto, o nosso modelo matemático que tenta traduzir uma particular
realidade na dieta de vacas leiteiras em lactação com uma produção de leite
de 20kg/dia por vaca com um gasto mı́nimo na compra dos alimentos, é dado
pelo PPL

minimizar 0, 35x1 + 0, 30x2 + 0, 20x3 + 0, 28x4 + 0, 60x5

sujeito a: 50x1 + 30x2 + 90x3 + 450x4 ≥ 2240
1, 2x1 + 1, 5x2 + 2, 8x3 + 2, 5x4 ≥ 24
750x1 + 600x2 + 90x3 + 150x4 ≥ 6000

10x1 + 6x2 + 0, 9x3 + 3, 2x4 + 320x5 ≥ 64
10x1 + 6x2 + 0, 9x3 + 3, 2x4 + 320x5 ≤ 160

x1 + x2 + 0, 2x3 + 1, 6x4 + 160x5 ≥ 64
x1 + x2 + 0, 2x3 + 1, 6x4 + 160x5 ≤ 160

x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0.

No próximo caṕıtulo caracterizaremos o conjunto viável como um con-
junto poliedral, iniciando uma segunda etapa: os fundamentos da PL. Assim,
neste momento, estamos finalizando a etapa introdutória.

3.2 Exerćıcios

1. (Página 399 em [10]) A companhia Sovina de Investimentos possui
seis milhões de reais, quantia esta que deverá ser aplicada em 5 tipos de
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investimentos, sendo que os retornos anuais para cada investimento são:
investimento 1 (I1), 10%; investimento 2 (I2), 8%; investimento 3 (I3),
6%; investimento 4 (I4), 5%; investimento 5 (I5), 9%. O gerente desta
companhia deseja diversificar os investimentos para obter o máximo
rendimento posśıvel. Dado o elemento de risco envolvido, o gerente
restringiu a quantia aplicada em I1 a não mais que a quantia total
aplicada em I3, I4 e I5 (em conjunto). A soma da quantia total aplicada
em I2 e I5 deve ser pelo menos igual à quantia aplicada em I3. O I2
deve estar limitado a um ńıvel que não exceda a quantia aplicada em
I4. É preciso determinar a alocação ótima de investimento entre as
cinco categorias, de forma que o retorno ao final do ano seja o máximo
posśıvel. Formular somente o problema.

2. (Página 400 em [10]) A companhia ZigZag possui fábricas em Cam-
pinas e Belo Horizonte (BH). Esta companhia produz e distribui com-
putadores a comerciantes de várias cidades. Numa determinada se-
mana, a companhia possui: 30 unidades em Campinas e 40 unidades em
BH. Nesta mesma semana, esta companhia deve atender os pedidos dos
comerciantes das seguintes cidades: 20 unidades para São Paulo (SP),
25 unidades para o Rio de Janeiro (RJ) e 25 unidades para Vitória.
O problema consiste em distribuir as máquinas aos comerciantes de
forma a atender os pedidos a um custo mı́nimo de transporte. Os cus-
tos unitários de transporte em reais são: 9 de Campinas para SP, 16
de Campinas para RJ, 25 de Campinas para Vitória, 27 de BH para
SP, 22 de BH para RJ e 21 de BH para Vitória. Qualquer quantidade
fracionária é aceitável. Formular somente o problema.

3. (Página 77 em [11]) Numa determinada região, o problema da polui-
ção atmosférica tornou-se cŕıtico devido à emissão do poluente SO2

por um certo número n de fábricas. Este poluente é liberado pela
queima de m combust́ıveis para a produção da energia necessária. Cada
fábrica j necessita diariamente ej unidades de energia. Cada tonelada
do combust́ıvel i, cujo custo é ci, produz aij unidades de energia e emite
pij unidades do poluente, quando utilizada na fábrica j. Deseja-se que
a emissão diária do poluente para a região não exceda α unidades.
Por uma questão de eqüidade na distribuição dos custos da poluição, é
importante assegurar adicionalmente que o custo da unidade de energia
produzida seja o mesmo para as n fábricas. Pretende-se minimizar o
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custo total de energia para as n fábricas. Formular o problema como
um problema de PL.

4. (Página 12 em [18]) Uma empresa chamada CHIPCO produz dois
tipos de chips de memória para computadores. O preço unitário de
venda são 15 reais para o chip 1 e 25 reais para o chip 2. Para pro-
duzir cada chip 1, investe-se 3 homens-hora de trabalho especializado,
2 homens-hora de trabalho não especializado e 1 unidade de matéria-
prima por semana. Para produzir cada chip 2, investe-se 4 homens-hora
de trabalho especializado, 3 homens-hora de trabalho não especializado
e 2 unidades de matéria-prima por semana. A empresa viabiliza 100
homens-hora de trabalho especializado, 70 homens-hora de trabalho
não especializado e 30 unidades de matéria-prima semanais. O con-
trato de venda assinado obriga a produção semanal de pelo menos 3
unidades do chip 2 e qualquer quantidade fracionária é aceitável. For-
mular o problema para que a empresa obtenha lucro máximo.

5. (Páginas 70 e 71 em [19]) A Viação Aérea Brasileira está estudando
a compra de três tipos de aviões: Boeing 717 para as pontes aéreas de
curta distância, Boeing 737-500 para vôos domésticos e internacionais
de média distância e MD-11 para vôos internacionais de longa distância.
Em um estudo preliminar, considerou-se que a capacidade máxima dos
aviões a serem comprados será sempre preenchida para efeito de plane-
jamento. Os dados de planejamento são: um avião do tipo Boeing 717
custa 5,1 milhões de dólares, tem uma receita teórica de 330 milhões de
dólares e a empresa deve ter 30 pilotos aptos; um avião do tipo Boeing
737-500 custa 3,6 milhões de dólares, tem uma receita teórica de 300
milhões de dólares e a empresa deve ter 20 pilotos aptos; e um avião do
tipo MD-11 custa 6,8 milhões de dólares, tem uma receita teórica de
420 milhões de dólares e a empresa deve ter 10 pilotos aptos. A verba
dispońıvel para as compras é de 220 milhões de dólares. Os pilotos
de MD-11 podem pilotar todos os aviões da empresa, mas os demais
pilotos só podem ser escalados às aeronaves a que foram habilitados.
Cada aeronave necessita de dois pilotos para operar. As oficinas de
manutenção podem acomodar até 40 Boeings 717. Um Boeing 737-500
equivale, em esforço de manutenção, a 3/4, e um MD-11 a 5/3, quando
referidos ao Boeing 717. Formular um modelo de PL para o problema
de otimizar as aquisições de aviões.



Caṕıtulo 4

Poliedros e o Conjunto Viável

Aqui e nos próximos seis caṕıtulos, trataremos do estudo dos fundamen-
tos da PL. O que faremos neste caminho, então, será reescrever o que já
existe na literatura, dando uma primeira olhada no conjunto viável como
um poliedro e, em seguida, caracterizando-o como um conjunto poliedral
com um número finito de pontos extremos e com pelo menos um ponto ex-
tremo quando não vazio, enunciando e demonstrando o Teorema Fundamen-
tal da PL, definindo o problema dual, enunciando e demonstrando o Lema
de Farkas para, em seguida, enunciar e demonstrar o Teorema de Dualidade
e, finalmente, definindo o problema primal-dual associando-o às condições de
otimalidade para um PPL.

Iniciamos o nosso intuito com alguns resultados de convexidade. Nosso
objetivo aqui é demonstrar que poliedros são conjuntos convexos e fechados
e que o conjunto viável é um poliedro.

4.1 Poliedros

Iniciamos o nosso propósito definindo combinações lineares e, em seguida,
definindo conjuntos convexos e demonstrando que a interseção finita de con-
vexos é um conjunto convexo.

Definição 4.1.1 Sejam dados q vetores x1, x2, . . . , xq ∈ Rn.

(a) Dizemos que x ∈ Rn é uma combinação linear de x1, x2, . . . , xq ∈ Rn,
quando existem q escalares λ1, λ2, . . . , λq ∈ R tais que

23
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x = λ1x
1 + λ2x

2 + . . . + λqx
q;

(b) dizemos que x ∈ Rn é uma combinação linear afim, ou simplesmente
combinação afim, de x1, x2, . . . , xq ∈ Rn, quando x é uma combinação
linear e

λ1 + λ2 + . . . + λq = 1;

e

(c) dizemos que x ∈ Rn é uma combinação linear convexa, ou simples-
mente combinação convexa, de x1, x2, . . . , xq ∈ Rn, quando x é uma
combinação linear afim e

λ1, λ2, . . . , λq ∈ [0, 1].

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 1 agora?

Definição 4.1.2 Seja S um subconjunto de Rn.

(a) Dizemos que S é um conjunto afim, quando todas as combinações afins
de quaisquer dois pontos de S pertencem a S; e

(b) dizemos que S é um conjunto convexo, quando todas as combinações
convexas de quaisquer dois pontos de S pertencem a S.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 2 agora?
Agora estamos prontos para demonstrar que a interseção (no nosso caso,

finita) de conjuntos convexos é um conjunto convexo. A demonstração da
proposição a seguir pode ser encontrada na página 90 em [27].

Proposição 4.1.3 Suponha que S1, S2, . . . , Sq são subconjuntos convexos de
Rn. Então,

S = S1 ∩ S2 ∩ . . . ∩ Sq

é um conjunto convexo.
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Demonstração: Se a interseção é vazia, então S é convexo porque não
existe par de pontos no conjunto vazio. Caso contrário, fixemos arbitrari-
amente x1, x2 ∈ S. Tomemos λ1, λ2 ∈ [0, 1] com λ1 + λ2 = 1. Considere
i = 1, 2, . . . , q. Uma vez que x1, x2 ∈ S, segue-se pela definição de in-
terseção de conjuntos que x1, x2 ∈ Si, para cada i. Logo, para cada i,
x = λ1x

1 + λ2x
2 ∈ Si, pela convexidade de Si. Segue-se, novamente pela

definição de interseção de conjuntos, que x ∈ S. Pela arbitrariedade de
x1, x2 ∈ S, S é um conjunto convexo. Isto finaliza a demonstração.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 3 agora?

Neste ponto vamos definir um vetor que é fundamental para o estudo da
PL.

Definição 4.1.4 Seja S um subconjunto convexo de Rn. Um ponto x em S
é denominado ponto extremo de S, quando x não é uma combinação linear
convexa de quaisquer dois outros pontos distintos em S.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 4 agora?

Agora vamos definir bolas: bola aberta e bola fechada. E, também, con-
junto limitado.

Definição 4.1.5 Considere um vetor x̄ ∈ Rn e um número real positivo t.

(a) A bola aberta de centro x̄ e raio t é o conjunto dos pontos x ∈ Rn cuja
distância ao ponto x̄ é menor do que t, isto é,

B(x̄, t) = {x ∈ Rn; ‖x− x̄‖ < t}.

(b) A bola fechada de centro x̄ e raio t é o conjunto dos pontos x ∈ Rn

cuja distância ao ponto x̄ é menor do que ou igual a t, isto é,

B[x̄, t] = {x ∈ Rn; ‖x− x̄‖ ≤ t}.

(c) Dizemos que um conjunto S, S ⊂ Rn, é limitado, quando existe um
escalar Γ > 0, tal que ‖x‖ ≤ Γ para todo x ∈ S.
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Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 5 agora?
O próximo passo será definir conjunto fechado e demonstrar que a in-

terseção (no nosso caso, finita) de conjuntos fechados é um conjunto fechado.

Definição 4.1.6 Seja S um subconjunto de Rn.

(a) Um ponto x̄ ∈ Rn chama-se ponto de acumulação do conjunto S,
quando toda bola aberta de centro x̄ possui algum ponto de S, dife-
rente de x̄. Ou seja, para todo ε > 0, deve existir x ∈ S tal que
0 < ‖x− x̄‖ < ε;

(b) um ponto x̄ ∈ Rn diz-se aderente a um conjunto S, quando é limite de
uma seqüência de pontos desse conjunto;

(c) o conjunto dos pontos aderentes a S chama-se o fecho de S, denotado
por fecho(S);

(d) um conjunto S chama-se fechado, quando possui todos os seus pontos
aderentes, isto é, se lim xk = x̄ e xk ∈ S para todo k ∈ N , então x̄ ∈ S;
e

(e) um conjunto S chama-se compacto, quando S é limitado e fechado.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 6 agora?
A demonstração da proposição a seguir pode ser encontrada na página

40 em [33].

Proposição 4.1.7 Suponha que S1, S2, . . . , Sq são subconjuntos fechados de
Rn. Então,

S = S1 ∩ S2 ∩ . . . ∩ Sq

é um conjunto fechado.

Demonstração: Se a interseção é vazia, então S é fechado porque o con-
junto vazio possui zero pontos aderentes. Caso contrário, dado um ponto
x̄ aderente a S, devemos demonstrar que x̄ ∈ S. Com efeito, considere-
mos i = 1, 2, . . . , q e suponhamos x̄ aderente a S. Por hipótese, existe uma
seqüência (xk), xk ∈ S, para todo k ∈ N , tal que lim xk = x̄. Para todo
k ∈ N , uma vez que xk ∈ S, segue-se pela definição de S, que xk ∈ Si, para
todo i. Dáı, x̄ é aderente para cada Si. Para todo i, uma vez que Si é fechado
segue-se que x̄ ∈ Si. Pela definição de interseção de conjuntos, x̄ ∈ S. Isto
finaliza a demonstração.
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Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 7 agora?

Afinal, o que são poliedros? A seguir, definimos poliedro como um
poliedro convexo fechado, conforme [27].

Definição 4.1.8 Sejam dados um vetor não nulo a ∈ Rn, denominado vetor
normal, e um escalar δ ∈ R.

(a) O conjunto

H = {x ∈ Rn; aT x = δ}

é denominado um hiperplano;

(b) os conjuntos

Hl = {x ∈ Rn; aT x ≤ δ}

e

Hu = {x ∈ Rn; aT x ≥ δ}

são denominados semiespaços fechados; e

(c) um poliedro convexo fechado ou, simplesmente, poliedro, é um conjunto
formado pela interseção de um número finito de semiespaços fechados.

Pela definição de poliedro, observamos que o conjunto vazio é um poliedro.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 8 agora?

A seguir definiremos um poliedro em particular, ou seja, um politopo.

Definição 4.1.9 Seja S um subconjunto de Rn. Dizemos que um conjunto
S é um politopo, quando S é um poliedro limitado.
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Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 9 agora?
Agora estamos prontos para demonstrar que um poliedro é um conjunto

convexo e fechado.

Proposição 4.1.10 Seja S um subconjunto de Rn. Se S é um poliedro,
então S é um conjunto convexo e fechado.

Demonstração: Suponha S um poliedro. Por definição, S é a interseção
de um número finito de semiespaços fechados. Sem perda de generalidade,
supomos que estes semiespaços fechados são da forma Hl. Assim, vamos
demonstrar que o semiespaço fechado Hl é convexo. Com efeito, fixando
arbitrariamente x1, x2 ∈ Hl e tomando λ1, λ2 ∈ [0, 1] tal que λ1 + λ2 = 1,
segue-se pela definição de Hl, que

aT (λ1x
1 + λ2x

2) = λ1a
T x1 + λ2a

T x2 ≤ λ1δ + λ2δ = δ.

Logo, pela arbitrariedade de x1, x2 ∈ Hl , conclúımos que Hl é convexo.
Agora, como S é o conjunto interseção de um número finito de conjuntos
convexos da forma Hl, segue-se pela Proposição 4.1.3 que S é convexo. Fi-
nalmente, pela definição de S, uma vez que cada semiespaço fechado é fechado
(veja página 39 em [6]), segue-se pela Proposição 4.1.6 que S é fechado. Isto
finaliza a demonstração.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 10 agora?
Finalmente, vamos demonstrar que o conjunto viável de um PPL é um

poliedro.

Proposição 4.1.11 Considere o PPL (P ). O conjunto de soluções viáveis
X é um poliedro, convexo e fechado.

Demonstração: Usando a Proposição 4.1.10, basta-nos demonstrar que X
é um poliedro. Por definição, X é o conjunto interseção de 2m+n semiespaços
fechados. Portanto, X é um poliedro. Isto finaliza a demonstração.

No próximo caṕıtulo caracterizaremos definitivamente o conjunto viável
de um PPL.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 11 agora?
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4.2 Exerćıcios

1. Considere x = [2, 1]T . Encontre uma de suas combinações lineares,
uma de suas combinações afins e uma de suas combinações convexas.

2. Sejam dados os subconjuntos do R2, a saber:

S1 = ∅, S2 = {(1, 0)T}, S3 = {x ∈ R2; x1 + x2 = 2}

e

S4 = {x ∈ S3; x1, x2 ≥ 0}.

Representar graficamente os conjuntos que são:

(a) conjuntos afins; e

(b) conjuntos convexos.

3. Dê um contra-exemplo para demonstrar que a reunião finita de con-
juntos convexos não é um conjunto convexo.

4. Desenhe conjuntos com zero, um, dois e uma infinidade de pontos ex-
tremos.

5. Dê um exemplo de uma bola aberta e de uma bola fechada na reta R.

6. Dê um exemplo de um conjunto fechado que não é um conjunto com-
pacto e dê um outro exemplo de um conjunto compacto.

7. Sejam dados os subconjuntos do R2, a saber:

S1 = {x ∈ R2; x1, x2 ≥ 0} e S2 = {x ∈ R2; x1 − x2 = 1}.

Pede-se: representar graficamente os conjuntos fechados S1, S2 e S1∩S2.

8. Considere a = [−1,−1]T e δ = 2. Represente graficamente os conjuntos
H, Hl e Hu. Além disso, defina dois poliedros distintos e represente-os
graficamente.

9. Dê um exemplo de um politopo e dê um exemplo de um poliedro que
não é um politopo.
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10. Todo hiperplano é um conjunto convexo e fechado? Demonstre ou dê
um contra-exemplo.

11. Uma reta qualquer no R2 é um conjunto poliedral, convexo e fechado.
Intuitivamente falando, você acha que o conjunto viável de um PPL
pode ser uma reta? Justifique.



Caṕıtulo 5

Caracterização do Conjunto
Viável

Continuamos com o nosso estudo dos fundamentos da PL. Nosso objetivo
aqui é caracterizar o conjunto viável como um poliedro com pelo menos um
ponto extremo quando não vazio.

5.1 Solução básica viável

Neste ponto, vamos reescrever a definição de ponto extremo de uma
maneira, digamos, mais operacional.

Definição 5.1.1 Sejam dados uma matriz A, m × n, 0 < m < n, e um
vetor b em Rm. Considere um sistema de equações lineares Ax = b, tal que
posto(A) = m.

(a) Uma matriz quadrada B, m ×m, obtida de A, com m vetores coluna
linearmente independentes denomina-se matriz base de A ou base de
A. Uma matriz N , m × (n −m), obtida de A, com os n −m vetores
coluna restantes denomina-se matriz não base.

(b) Considere uma matriz base B, m×m. O conjunto de ı́ndices correspon-
dentes a esta matriz base B, no sistema Ax = b, chama-se conjunto
de ı́ndices base. O conjunto com os demais n − m ı́ndices chama-se
conjunto de ı́ndices não base. Denotamos o conjunto de ı́ndices base
por IB e o conjunto de ı́ndices não base por IN .
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(c) Considere uma matriz base B, m×m. As variáveis correspondentes a
esta matriz base B, no sistema Ax = b, chamam-se variáveis básicas.
As demais n − m variáveis chamam-se variáveis não básicas. Deno-
tamos o vetor de variáveis básicas por xB e o vetor de variáveis não
básicas por xN .

(d) Anulando as n − m variáveis não básicas, obtemos um sistema com-
pat́ıvel determinado, constitúıdo de m equações e m incógnitas. De-
terminando o valor das variáveis básicas, obtemos uma solução básica.
Ou seja, x ∈ Rn é uma solução básica, quando xN = 0 e xB é a solução
do sistema linear BxB = b.

(e) Uma solução básica onde as variáveis básicas são não negativas deno-
mina-se solução básica viável.

(f) Uma solução básica viável onde existe ao menos uma variável básica
nula denomina-se solução básica viável degenerada.

Por conveniência, suponhamos que x1, . . . , xm são as variáveis básicas,
coordenadas de xB, e xm+1, . . . , xn são as variáveis não básicas, coordenadas
de xN . Para a resolução do sistema Ax = b buscamos exprimir xB em função
de xN , a saber:

Ax = b ⇒ BxB + NxN = b ⇒ xB = B−1b−B−1NxN .

Para xN = 0, xB = B−1b, e x é uma solução básica. Se xB = B−1b ≥ 0, para
xN = 0, então x é uma solução básica viável.

Atenção: Que tal fazer os exerćıcios 1, 2 e 3 agora?
Se demonstrarmos que para um PPL um ponto extremo é uma solução

básica viável e vice-versa, então obteremos uma caracterização para pon-
tos extremos mais operacional. É o que faremos no próximo teorema, cuja
demonstração pode ser encontrada nas páginas 31, 32 e 33 em [2].

Teorema 5.1.2 Considere o PPL (P ). Um ponto viável x ∈ X é ponto
extremo se, e somente se, x é uma solução básica viável.

Demonstração:
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(=⇒) Aqui vamos demonstrar que se x é um ponto extremo então x é
uma solução básica viável (sbv). Suponhamos, então, que x é um ponto ex-
tremo de X . Se x é o vetor nulo, então como a matriz A tem posto completo,
segue-se que x é uma sbv para alguma matriz base de A. Sem perda de ge-
neralidade, suponhamos que as primeiras q componentes de x são positivas.
Pela viabilidade de x, para j = 1, . . . , q, xj > 0 e A1x1 + . . . + Aqxq = b,
onde Aj é a j-ésima coluna da matriz A. Para demonstrar que x é uma sbv,
devemos mostrar que os vetores A1, . . . , Aq, associados às componentes posi-
tivas de x, são linearmente independentes (li). Suponhamos, por contradição,
que estes vetores são linearmente dependentes, isto é, existem números λj,
j = 1, . . . , q, não todos nulos, tais que

q∑
j=1

Ajλj = 0. (5.1)

Selecionando

σ = min{ xj

|λj|
; λj 6= 0, j = 1, . . . , q},

podemos escolher ε, 0 < ε < σ, tal que xj + ελj > 0 e xj − ελj > 0, para
j = 1, . . . , q. Assim, definimos x1 e x2 por

x1 = x + ελ ≥ 0 e x2 = x− ελ ≥ 0, (5.2)

onde λ = [λ1, . . . , λq, 0 . . . , 0]T . Segue-se pela definição de λ e por (5.1), que
Aλ = 0. Logo, pela linearidade de A, Ax1 = b e Ax2 = b, de tal maneira
que, usando (5.2), x1, x2 ∈ X e tanto x1 quanto x2 são diferentes de x. Além
disso, x = (x1 + x2)/2, isto é, x é uma combinação convexa de dois outros
pontos distintos, contradizendo o fato de que x é um ponto extremo. Logo,
A1, . . . , Aq são vetores li e, portanto, se x é um ponto extremo de X , x é uma
sbv de X . Isto finaliza a primeira parte da demonstração.

(⇐=) Aqui vamos demonstrar que se x é uma sbv então x é um ponto
extremo. Suponhamos, então, que x é uma sbv de X . Se necessário, rearran-
jando suas componentes,

x = [x1, . . . , xm, 0, . . . , 0]T , (5.3)
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uma vez que x é uma sbv. Além disso, pela viabilidade de x, x ≥ 0 e

Ax = BxB = b, (5.4)

onde B é a matriz base, obtida das m primeiras colunas de A. Se

x = (x1 + x2)/2 ∈ X

para dois pontos quaisquer x1, x2 ∈ X , segue-se por (5.3) que as m primeiras
componentes de x1 e x2 são não negativas e as n−m componentes restantes
são iguais a zero. Pelo fato de B ser uma matriz base, o sistema (5.4) possui
uma única solução, logo, x = x1 = x2. Portanto, x é um ponto extremo de
X . Isto finaliza a demonstração.

Assim, podemos calcular pontos extremos através do cálculo de soluções
básicas viáveis. Além disso, devemos observar que a correspondência entre
pontos extremos e soluções básicas viáveis não é em geral um-a-um.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 4 agora?

O número de pontos extremos em qualquer conjunto viável de um PPL
é finito? A resposta é sim, e demonstraremos isto agora mesmo. Esta de-
monstração pode ser encontrada na página 107 em [11].

Corolário 5.1.3 Considere o PPL (P ). O conjunto de soluções viáveis tem
um número finito de pontos extremos.

Demonstração: Uma vez que posto(A) = m < n, dos n vetores coluna de
A, existem no máximo (

n
m

)
=

n!

m!(n−m)!

conjuntos de m vetores linearmente independentes, o que significa no máximo
combinações de n tomados m a m soluções básicas. Por definição, o número
de soluções básicas viáveis é menor do que ou igual ao número de soluções
básicas. Logo, usando o teorema anterior, segue-se que existe um número
finito de pontos extremos do conjunto viável X , finalizando a demonstração.
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Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 5 agora?

Na próxima seção formalizaremos a geomeria do conjunto viável de um
PPL.

5.2 A caracterização de X
Nesta seção, caracterizamos o conjunto viável X de um PPL através da

formalização de sua geometria: X é um poliedro com um número finito de
pontos extremos e, quando não vazio, possui ao menos um ponto extremo.

O próximo resultado lança as bases para a demonstração de existência de
pontos extremos em um conjunto viável de um PPL. A demonstração deste
teorema pode ser encontrada nas páginas 108 e 109 em [11].

Teorema 5.2.1 Considere o PPL (P ). Todo ponto viável x pode ser escrito
como uma combinação linear convexa

x = βx̂ + (1− β)x̃, 0 < β ≤ 1,

onde x̂ é ponto extremo de X e x̃ ∈ X .

Demonstração: Sem perda de generalidade, seja x = (x1, . . . , xq, 0 . . . , 0)T ,
um ponto de X , cujas q primeiras componentes são positivas. Demons-
traremos o teorema usando indução finita em q.

Para q = 0: como posto(A) = m, podemos sempre encontrar uma base à
qual seja posśıvel associar a solução básica viável x, ou seja, pelo Teorema
5.1.2, o ponto extremo x. Temos, então, x = x̂ com β = 1.

Para q > 0: vamos admitir que já tenhamos demonstrado o teorema
para o caso em que x possui no máximo q − 1 componentes positivas. De-
monstremos agora que podemos estender esta afirmação para o caso em que
x possua q componentes positivas. Consideremos dois casos.

(i) A1, . . . , Aq são linearmente independentes: neste caso necessariamente
q ≤ m e podemos, então, se necessário, adicionar às colunas A1, . . . , Aq,
m − q colunas de A formando uma base. Para esta base podemos
associar a solução básica viável x, ou seja, pelo Teorema 5.1.2, o ponto
extremo x. Temos, então, novamente x = x̂ com β = 1.
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(ii) A1, . . . , Aq são linearmente dependentes: por definição, existem números
λ1, . . . , λq, não todos nulos, tais que

q∑
j=1

Ajλj = 0.

Assim, como na demonstração do Teorema 5.1.2, podemos definir

x =
x1 + x2

2
, (5.5)

onde x1 = x + σλ ∈ X e x2 = x− σλ ∈ X , onde

σ = min{ xj

|λj|
; λj 6= 0, j = 1, . . . , q} =

xk

|λk|
e

λ = [λ1, . . . , λq, 0 . . . , 0]T .

Digamos que λk < 0, isto é, σ = −xk/λk. A outra situação, isto é,
λk > 0, é análoga. Temos, então, para a k-ésima componente de x1,

x1
k = xk + σλk = xk −

xk

λk

λk = 0.

Como

x1
k = x1

q+1 = . . . = x1
n = 0,

x1 tem no máximo q − 1 componentes positivas. De acordo com a
hipótese de indução, temos,

x1 = αx̂ + (1− α)x̄, 0 < α ≤ 1, (5.6)

onde x̂ é ponto extremo de X e x̄ ∈ X . Substituindo (5.5) em (5.6),

x =
αx̂ + (1− α)x̄ + x2

2

=
α

2
x̂ +

2− α

2
(
1− α

2− α
x̄ +

1

2− α
x2).
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Fazendo

x̃ =
1− α

2− α
x̄ +

1

2− α
x2,

temos que x̃ ∈ X , porque X é convexo e x̃ é combinação linear convexa
de dois pontos viáveis x̄ e x2, uma vez que

1− α

2− α
+

1

2− α
= 1 e

1− α

2− α
,

1

2− α
∈ [0, 1].

Finalmente, fazendo β = α/2, podemos, então, escrever

x = βx̂ + (1− β)x̃, 0 < β ≤ 1,

onde x̂ é ponto extremo de X e x̃ ∈ X .

Assim, supondo a hipótese verdadeira para q − 1 componentes positivas
foi posśıvel demonstrá-la para q componentes positivas. Como a hipótese é
verdadeira para q = 0, finalizamos a demonstração.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 6 agora?
O próximo resultado caracteriza o conjunto viável de um PPL, forma-

lizando assim, a sua geometria.

Corolário 5.2.2 Considere o PPL (P ). O conjunto viável X é um poliedro
e, quando não vazio, possui ao menos um ponto extremo. Além disso, o
número de pontos extremos é finito.

Demonstração: Pela Proposição 4.1.11, X é um poliedro, pelo Corolário
5.1.3, o número de pontos extremos é finito e, usando o teorema anterior,
X possui ao menos um ponto extremo, quando não vazio. Isto finaliza a
demonstração.

No próximo caṕıtulo estudaremos o conjunto de soluções ótimas de um
PPL. Além disso, enunciaremos e demonstraremos o Teorema Fundamental
da PL.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 7 agora?
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5.3 Exerćıcios

1. Considere

A =

[
1 1 1
0 0 1

]
e b =

[
3
1

]
.

Desenvolva Ax = b objetivando isolar xB, para alguma base B.

2. Considere o sistema de desigualdades

x1 ≤ 2
x2 ≤ 3

x1 + x2 ≤ 3
3x1 + 3x2 ≤ 9
x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.

Transforme as desigualdades “menor do que ou igual a” em igualdades.
A partir dáı, defina uma matriz A e um vetor b ∈ R4. Defina uma
matriz base B associada à matriz A. Pede-se, para a base que você
escolheu, se existir:

(a) o conjunto de ı́ndices base e o conjunto de ı́ndices não base;

(b) as variáveis básicas e as variáveis não básicas;

(c) a solução básica;

(d) a solução básica viável; e

(e) a solução básica viável degenerada.

3. Desenhe o conjunto viável no R2 do exerćıcio anterior e identifique as
sete soluções básicas viáveis degeneradas. Tire conclusões sobre o seu
desenho. Em seguida, desenhe o conjunto viável em R3 para o PPL

min −x1

s. a: x1 + x2 + x3 + x4 = 4
0, 8x1 + x2 + 2x3 + x5 = 4
x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0,

e identifique as quatro soluções básicas viáveis degeneradas. Refute
a conclusão de que sempre existem restrições redundantes em uma
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solução básica viável degenerada. Observe que neste último problema
de PL, n−m = 3 > 2 (veja página 86 em [21]).

4. Considere o PPL

minimizar x1 − x2

sujeito a : x1 + x2 ≤ 3
x1 ≤ 2

x2 ≤ 3
x1, x2 ≥ 0.

Pede-se:

(a) coloque o PPL no formato padrão;

(b) verifique que todos os pontos extremos são soluções básicas viáveis
e vice-versa; e

(c) verifique que o número de pontos extremos é menor do que ou
igual ao número de soluções básicas viáveis. Por quê?

5. Considere o PPL do exerćıcio anterior. Pede-se:

(a) quais são as soluções básicas e as soluções básicas viáveis; e

(b) quantas são as soluções básicas e as soluções básicas viáveis.

6. Considere o PPL do exerćıcio anterior. Represente os pontos abaixo
como combinação linear convexa de pelo menos um ponto extremo e
algum outro ponto viável.

(a) x = [1, 1]T ;

(b) x = [0, 0]T ; e

(c) x = [1, 0]T .

7. Encontre um poliedro, convexo, fechado e não vazio, tal que um con-
junto viável de qualquer PPL não pode assumir. Por quê?
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Caṕıtulo 6

Caracterização do Conjunto de
Soluções Ótimas

Continuamos com o nosso estudo dos fundamentos da PL. Nosso objetivo
aqui é caracterizar o conjunto de soluções ótimas como um poliedro que,
quando não vazio, possui uma única ou uma infinidade de soluções ótimas.
Quando o conjunto de soluções ótimas é vazio, vimos no Caṕıtulo 2 que o
problema de PL pode ser ilimitado ou inviável.

Inicialmente, enunciamos e demonstramos o Teorema Fundamental da PL
para, em seguida, formalizar a geometria do conjunto de soluções ótimas.

6.1 O Teorema Fundamental da PL

Os dois últimos caṕıtulos nos auxiliam para a demonstração e para o en-
tendimento geométrico deste teorema. Assim, estamos prontos para enunciar
e demonstrar o Teorema Fundamental da PL, cuja demonstração pode ser
encontrada na página 111 em [11].

Teorema 6.1.1 Considere o PPL (P ). Se (P ) admite solução ótima, então
uma solução ótima é atingida em ao menos um ponto extremo do conjunto
viável.

Demonstração: Seja x∗ uma solução ótima do PPL (P ). Pelo Teorema
5.2.1, podemos escrever

x∗ = βx̂ + (1− β)x̃, 0 < β ≤ 1,

41
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onde x̂ é um ponto extremo de X e x̃ ∈ X . Pela linearidade da função
objetivo,

cT x∗ = cT (βx̂ + (1− β)x̃) = βcT x̂ + (1− β)cT x̃.

Como x∗ é uma solução ótima, cT x∗ ≤ cT x̃. Substituindo esta desigualdade
na última igualdade,

cT x∗ ≥ βcT x̂ + (1− β)cT x∗.

Dáı resulta βcT x∗ ≥ βcT x̂, ou seja, como β > 0,

cT x∗ ≥ cT x̂.

Mas como x∗ é uma solução ótima,

cT x∗ ≤ cT x̂.

Das duas últimas desigualdades resulta cT x∗ = cT x̂. Evidentemente, podemos
ter x∗ = x̂, isto é, x∗ é ponto extremo. Caso tenhamos, no entanto, x∗ 6= x̂,
existe mais de uma solução ótima entre as quais se encontra ao menos um
ponto extremo, isto é x̂. Isto finaliza a demonstração.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 1 agora?
Na próxima seção formalizaremos a geometria do conjunto de soluções

ótimas de um PPL.

6.2 A caracterização de X (P )

Nesta seção, caracterizamos o conjunto de soluções ótimas X (P ) através
da formalização de sua geometria: quando não vazio, X (P ) é um poliedro
que possui uma única ou uma infinidade de soluções ótimas.

Iniciamos o nosso propósito com o seguinte resultado.

Teorema 6.2.1 Considere o PPL (P ). Cada combinação linear convexa de
soluções ótimas é por sua vez também uma solução ótima.

Demonstração: Sejam x1, . . . , xq soluções ótimas do PPL (P ). Seja o
ponto x∗ ∈ Rn uma combinação linear convexa qualquer de xk, k = 1, . . . , q.
Isto é,
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x∗ =
q∑

k=1

αkx
k,

q∑
k=1

αk = 1, αk ≥ 0, k = 1, . . . , q.

Então, x∗ ≥ 0 e, usando a linearidade de A e a viabilidade de x1, . . . , xq,
Ax∗ = b. Então, x∗ ∈ X . Por outro lado,

cT x∗ = cT (
q∑

k=1

αkx
k) = α1c

T x1 + . . . + αqc
T xq.

Uma vez que x1, . . . , xq são soluções ótimas, segue-se que

cT x1 = . . . = cT xq = v(P ).

Então, usando o fato de que
∑q

k=1 αk = 1, obtemos

cT x∗ =
q∑

k=1

αkv(P ) = v(P ).

Portanto, x∗ ∈ X (P ) e pela arbitrariedade de x∗ conclúımos a demonstração.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 2 agora?

Corolário 6.2.2 Considere o PPL (P ). Se (P ) possui mais de uma solução
ótima, então possui uma infinidade de soluções ótimas.

Demonstração: Considere x1, x2 ∈ X (P ) tais que x1 6= x2. Segue-se pelo
teorema anterior que

x = αx1 + (1− α)x2 ∈ X (P ),

para todo α ∈ [0, 1]. Portanto, X (P ) possui uma infinidade de soluções
ótimas, finalizando a demonstração.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 3 agora?
Finalmente, vamos caracterizar o conjunto de soluções ótimas X (P ).

Teorema 6.2.3 Considere o PPL (P ). O conjunto de soluções ótimas é um
poliedro e, quando não vazio, possui uma única ou uma infinidade de soluções
ótimas.
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Demonstração: Por definição, X (P ) é o conjunto interseção de um número
finito, 2m+n+2, semiespaços fechados. Portanto, X (P ) é um poliedro. Pelo
corolário anterior, X (P ) possui uma única ou uma infinidade de soluções
ótimas quando não vazio. Isto finaliza a demonstração.

No próximo caṕıtulo iniciaremos o estudo de dualidade em Programação
Linear.

Atenção: Que tal fazer os exerćıcios 4 e 5 agora?

6.3 Exerćıcios

1. Dê um exemplo de um PPL com uma solução ótima. Verifique que pelo
menos uma solução ótima é um ponto extremo.

2. Seja o PPL no formato padrão definido por

A = [1 1], b = 2 e c = [2, 2]T .

Encontrar todos os pontos extremos que são soluções ótimas e verificar
que toda combinação linear convexa destes minimizadores encontrados
é um ponto de mı́nimo também.

3. Dê um exemplo para um PPL:

(a) com uma única solução ótima;

(b) com uma infinidade de soluções ótimas;

(c) ilimitado; e

(d) inviável.

4. Considere os problemas de PL do exerćıcio anterior. Verifique que os
conjuntos de soluções ótimas são poliedros.

5. Demonstre que o conjunto de soluções ótimas é um conjunto convexo.



Caṕıtulo 7

O Problema Dual

Continuamos com o nosso estudo dos fundamentos da PL. Nosso objetivo
aqui é definir o problema de Programação Linear dual, para o PPL primal
(P ) no formato padrão.

Iniciamos o nosso intuito estudando um pouco de Álgebra Linear.

7.1 Preliminares

Inicialmente, vamos definir ortogonalidade entre dois subespaços vetoriais.

Definição 7.1.1 Considere o espaço vetorial Rn. Dois subespaços V e W
de Rn são ortogonais, quando qualquer vetor v ∈ V é ortogonal a qualquer
vetor w ∈ W , isto é,

vT w = 0, para todo v ∈ V e para todo w ∈ W.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 1 agora?
Considere a transformação linear definida pela matriz A ∈ Rm×n. Dois

subespaços importantes do espaço vetorial Rn estão associados com esta
transformação: o espaço nulo de A, definido por

N (A) = {x ∈ Rn; Ax = 0}

e seu complemento ortogonal, o espaço linha de A (também chamado espaço
imagem de AT ou espaço coluna de AT ), definido por

45
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R(AT ) = {x ∈ Rn; x = AT z, z ∈ Rm}.
A proposição a seguir relaciona o espaço nulo de A e o espaço linha

de A, através da definição de ortogonalidade entre dois subespaços. A de-
monstração pode ser encontrada nas páginas 136 e 137 em [55].

Proposição 7.1.2 Seja o espaço Rn. O subespaço nulo de A é ortogonal ao
subespaço linha de A.

Demonstração: Seja o espaço Rn. Suponhamos u ∈ N (A) e v ∈ R(AT ).
Por definição, Au = 0 e v = AT z, para algum z ∈ Rm. Dáı, usando pro-
priedades de transposição de matrizes,

vT u = (AT z)T u = zT (AT )T u = zT Au = zT 0 = 0.

Pela definição de ortogonalidade, conclúımos a demonstração.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 2 agora?
Desta proposição, qualquer vetor d ∈ Rn pode ser unicamente decomposto

(soma direta) como d = dp + dp̃, onde dp ∈ N (A) e dp̃ ∈ R(AT ). Os vetores
dp e dp̃ são, respectivamente, a projeção de d no espaço nulo de A e no seu
complemento ortogonal. A projeção de d no espaço nulo de A é o ponto no
N (A) com a menor distância euclidiana para d. Esta é a definição mais usual
de projeção:

dp = argmin{‖x− d‖; x ∈ N (A)}.
A demonstração da proposição a seguir pode ser encontrada na página 9

em [23].

Proposição 7.1.3 Seja A ∈ Rm×n uma matriz de posto igual a m, m ≤ n.
Então, a matriz AAT é não singular.

Demonstração: Suponha por contradição que AAT d = 0, para algum
d 6= 0. Multiplicando dT à esquerda desta igualdade,

dT AAT d = (AT d)T (AT d) = 0.

Esta última igualdade é equivalente a ‖AT d‖2 = 0, ou equivalentemente,
AT d = 0. Assim, as colunas de AT são linearmente dependentes, isto é, as
linhas de A são linearmente dependentes, contrariando o fato do posto de A
ser igual a m. Isto finaliza a demonstração.
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Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 3 agora?
Uma vez que o operador projeção é linear (veja página 116 em [27]),

podemos representá-lo por uma matriz. Isto é o que afirma a próxima
proposição, cuja demonstração pode ser encontrada na página 9 em [23].

Proposição 7.1.4 Sejam A ∈ Rm×n uma matriz de posto igual a m, m ≤ n
e d ∈ Rn um vetor arbitrário. Então,

dp = PAd e dp̃ = P̃Ad,

onde

PA = I − AT (AAT )−1A e P̃A = I − PA.

Demonstração: Sabemos que d pode ser decomposto em d = dp + dp̃.
Como dp̃ ∈ R(AT ), existe z ∈ Rm tal que dp̃ = AT z. Logo, d = dp + AT z.
Multiplicando esta igualdade por A, Ad = Adp + AAT z. Como Adp = 0
por definição, AAT z = Ad. E, usando a proposição anterior, como AAT é
não singular, z = (AAT )−1Ad. Agora, substituindo esta igualdade em z na
expressão dp̃ = AT z e, em seguida, substituindo dp̃ em dp = d− dp̃, obtemos
respectivamente,

dp̃ = AT (AAT )−1Ad e dp = (I − AT (AAT )−1A)d.

Tomando PA = I − AT (AAT )−1A e P̃A = I − PA, conclúımos que dp = PAd
e dp̃ = P̃Ad, finalizando a demonstração.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 4 agora?
Agora vamos demonstrar que a matriz de projeção no espaço nulo de A,

denotada por PA, e a matriz de projeção no espaço linha de A, denotada
por P̃A são matrizes simétricas e idempotentes. Esta demonstração pode ser
encontrada nas páginas 158 e 159 em [55].

Proposição 7.1.5 A matriz de projeção PA é uma matriz simétrica, isto é,
P T

A = PA; e uma matriz idempotente, isto é, P 2
A = PA. O mesmo vale para

a matriz de projeção P̃A.

Demonstração: Temos pela proposição anterior que

PA = I − AT (AAT )−1A e P̃A = I − PA.
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Usando as propriedades

((AAT )−1)T = ((AAT )T )−1 e (AAT )T = (AT )T AT = AAT ,

segue-se por transposição em PA que P T
A = PA. Agora, usando a simetria de

PA, conclúımos que P̃A = I − PA também é uma matriz simétrica.
Finalmente, desenvolvendo a igualdade

P 2
A = (I − AT (AAT )−1A)(I − AT (AAT )−1A),

obtemos

P 2
A = PA − AT (AAT )−1A + AT (AAT )−1AAT (AAT )−1A = PA.

Agora, usando a idempotência de PA, conclúımos que P̃A = I − PA também
é uma matriz idempotente. Isto completa a demonstração.

Por curiosidade, vale a rećıproca desta proposição (veja páginas 158 e 159
em [55]).

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 5 agora?
Neste ponto, estamos prontos para iniciarmos o estudo do problema dual

através de sua definição, que é o nosso objetivo para este caṕıtulo.

7.2 O problema dual

O problema de Programação Linear denominado o dual do problema (P ),
é o seguinte problema de Otimização:

(D) maximizar bT y
sujeito a: AT y + s = c

s ≥ 0,

onde o vetor y ∈ Rm é denominado variável dual e inclúımos explicitamente
um vetor com componentes não negativas s ∈ Rn denominado folga dual.

Considere os problemas (P ) e (D). Estes problemas são denominados, res-
pectivamente, problema primal e problema dual, de acordo com o seguinte
teorema, cuja demonstração pode ser encontrada na página 97 em [21].

Teorema 7.2.1 O dual de um problema dual é o primal.
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Demonstração: Considere o problema dual (D). Usando a Proposição
2.1.2 e trocando sinais, o problema (D) é equivalente ao problema

minimizar −bT y
sujeito a: −AT y − s = −c

s ≥ 0.

Definindo y = ȳ − ŷ, ȳ ≥ 0 e ŷ ≥ 0, e substituindo neste último problema,
então seu dual sem acrescentar as variáveis de folga é o problema

maximizar −cT x
sujeito a: −(AT )T x ≤ −(bT )T

(AT )T x ≤ (bT )T

−x ≤ 0.

Este último problema é equivalente ao problema primal (P ). Isto finaliza a
demonstração.

Observe, conforme Caṕıtulo 3, por exemplo, que existem várias formula-
ções para um PPL. Todavia, o romantismo está no fato de que para cada
PPL existe o seu par: o seu dual. Isto se dá pelo teorema anterior e porque
vimos no Caṕıtulo 2 que qualquer PPL pode ser colocado no formato padrão.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 6 agora?
Seguem-se algumas definições associadas ao problema (D). A função

linear y 7→ bT y é chamada função objetivo dual ou simplesmente função
objetivo. Similarmente, temos: o conjunto

S = {(y, s) ∈ Rm ×Rn; AT y + s = c, s ≥ 0},

é chamado conjunto viável e um ponto (y, s) ∈ S é denominado ponto viável.
O conjunto {(y, s) ∈ Rm×Rn; s > 0} é chamado conjunto de pontos interiores
e um ponto deste conjunto é denominado ponto interior. O conjunto

S0 = {(y, s) ∈ S; s > 0}

é chamado conjunto de pontos interiores viáveis e um ponto (y, s) ∈ S0 é
denominado ponto interior viável. O número v(D) = max{bT y; (y, s) ∈ S},
quando existe, é denominado o valor ótimo ou custo ótimo. O conjunto

S(D) = {(y, s) ∈ S; bT y = v(D)}
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é chamado conjunto de soluções ótimas e um ponto (y, s) ∈ S(D) é denomi-
nado solução ótima ou maximizador ou ponto de máximo.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 7 agora?
O próximo resultado fornece uma caracterização para uma folga dual

viável para um PPL dual, devido a Gonzaga (veja Lema 3.1 em [24]).

Lema 7.2.2 s ∈ Rn é uma folga dual viável para o problema (D) se, e
somente se,

(a) s ≥ 0 e PAs = PAc; ou equivalentemente,

(b) s ≥ 0 e s = PAc− γ, com γ ⊥ N (A).

Demonstração: A equivalência entre (a) e (b) se segue pela definição de
projeção, isto é, s ≥ 0 e, usando a Proposição 7.1.2 e a Proposição 7.1.5,

PAs = PA(PAc− γ) = PAPAc− PAγ = PAc.

Do problema dual (D), s é uma folga dual viável se, e somente se, s ≥ 0 e
c− s = AT y para algum y ∈ Rm. Esta última condição é equivalente a s ≥ 0
e c− s ortogonal a N (A), uma vez que o espaço nulo de A e o espaço linha
de A são complementarmente ortogonais. Mas, isto é equivalente a s ≥ 0 e
PA(c−s) = PAc−PAs = 0, estabelecendo (a). Isto completa a demonstração.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 8 agora?
Com a suposição sobre o posto de A, existe x̃ tal que Ax̃ = b. Então,

para qualquer (y, s) ∈ S, isto é, no conjunto viável dual,

bT y = (Ax̃)T y = x̃T (AT y) = x̃T c− x̃T s.

Assim, usando a Proposição 2.1.2,

max{bT y} = max{x̃T c− x̃T s} = x̃T c + max{−x̃T s} = x̃T c−min{x̃T s}.

Dáı, usando o lema anterior, segue-se que o problema (D) é equivalente ao
problema
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(D̃) minimizar x̃T s
sujeito a: PAs = PAc

s ≥ 0,

no sentido de que existe uma correspondência um-a-um entre S e S̃ e entre
S0 e S̃0, onde

S̃ = {s; (y, s) ∈ S para algum y}

e

S̃0 = {s; (y, s) ∈ S0 para algum y},

preservando otimalidade. Assim, o problema (D) pode ser reescrito como
um problema em s apenas. Veja página 8 em [56] e páginas 175 e 176 em
[25].

No próximo caṕıtulo enunciaremos e demonstraremos o Lema de Farkas, o
qual será útil para a nossa estratégia de demonstrar o Teorema de Dualidade
sem o aux́ılio de métodos de resolução de problemas de PL; em particular, o
método simplex.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 9 agora?

7.3 Exerćıcios

1. Exibir dois subespaços vetoriais V e W em Rn que são ortogonais.

2. Seja a matriz 1× 2 definida por A = [1 1]. Pede-se:

(a) defina e desenhe N (A) e R(AT ); e

(b) tome um vetor em N (A) e um outro em R(AT ) quaisquer, e ve-
rifique que estes vetores são ortogonais.

3. Seja a matriz 1 × 2 definida por A = [1 1]. Qual é o posto de A?
Verifique que AAT é não singular.

4. Considere a matriz A = [1 1]. Pede-se:

(a) tome c = [1, 2]T e calcule cp e cp̃; e
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(b) tome c = [1, 1]T e calcule cp e cp̃.

5. Existe alguma matriz de projeção que não é simétrica e nem idem-
potente? Justifique (você verificou a referência conforme Proposição
7.1.4?).

6. Considere o PPL

minimizar 3x5

sujeito a : x2 +x3 −2x4 +x5 = 0
−x1 −x5 ≥ 0
−x1 +x4 −2x5 ≥ 0
2x1 −x3 +2x5 ≥ 0
−x1 +x2 +2x3 −2x4 = −3

x2, x3, x4 ≥ 0.

Pede-se (para os itens (a) e (b) você pode consultar as regras de pas-
sagens do primal para o dual em vários livros de PL existentes nas
bibliotecas!):

(a) forneça o seu dual;

(b) forneça o dual do dual; e

(c) qual a conclusão para o resultado do primeiro item (consulte a
página 94 na referência [36])? E, qual a conclusão para o segundo
item?

7. Seja o PPL no formato padrão definido por

minimizar x1

sujeito a : x1 + x2 + x3 = 3
x1 + x2 − x3 = 1
x1, x2, x3 ≥ 0.

Pede-se:

(a) identificar AT , b e c;

(b) definir o seu problema dual e desenhá-lo apenas para as variáveis
duais; e
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(c) para o PPL dual, identificar a função objetivo; os conjuntos viável,
de pontos interiores, de pontos interiores viáveis e de soluções
ótimas; alguns pontos viáveis, interiores, interiores viáveis uma
solução ótima e o valor ótimo.

8. Para o exerćıcio anterior, encontre uma folga dual viável s ≥ 0 tal que
PAs = PAc.

9. Para o exerćıcio anterior, encontre uma solução para o problema dual
apenas em s e, depois, encontre o valor único de y ∈ R2.
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Caṕıtulo 8

O Lema de Farkas

Continuamos com o nosso estudo dos fundamentos da PL. Nosso objetivo
aqui é enunciar e demonstrar o Lema de Farkas. Além disso, definimos e
relacionamos direções viáveis com o espaço nulo da matriz tecnológica A.
Faremos uso destes resultados no próximo caṕıtulo acerca do Teorema de
Dualidade.

Aqui, optamos em enunciar o Teorema de Separação, porém, sem uma
demonstração. A razão desta nossa opção é não estendermos o nosso estudo
para o campo da Análise Convexa.

8.1 O Lema

Iniciaremos o nosso propósito enunciando o Teorema de Separação, cuja
demonstração pode ser encontrada nas páginas 45 e 46 em [6].

Teorema 8.1.1 Seja C um conjunto convexo, fechado e não vazio em Rn

e considere z 6∈ C. Então, existem um vetor a ∈ Rn, a 6= 0, e um escalar
δ ∈ R tais que, para todo x ∈ C,

aT z > δ e aT x ≤ δ.

Deste teorema, dizemos que o hiperplano com a equação aT x = δ separa
z de C.

55



56 CAPÍTULO 8. O LEMA DE FARKAS

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 1 agora?
Agora vamos definir um cone convexo gerado pelas colunas de uma matriz,

que nos auxiliará no entendimento do Lema de Farkas.

Definição 8.1.2 (a) Dizemos que um conjunto C ⊂ Rn é um cone, quando
para qualquer ponto x ∈ C e para qualquer escalar não negativo λ, o
ponto λx pertence a C.

(b) Dada a matriz A ∈ Rm×n, dizemos que o conjunto

{w ∈ Rm; w = Az, z ≥ 0}

é o cone convexo gerado pelas colunas de A.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 2 agora?
O Teorema de Separação nos habilita a demonstrar o próximo resultado

conhecido como o Lema de Farkas, cuja demonstração pode ser encontrada
nas páginas III-36 e III-37 em [35].

Teorema 8.1.3 Sejam A uma matriz m × n e um vetor b em Rm. Então,
exatamente um dos dois seguintes sistemas tem uma solução:

(1) Ax = b e x ≥ 0 para algum x ∈ Rn; e

(2) AT y ≤ 0 e bT y > 0 para algum y ∈ Rm.

Demonstração: Suponhanhos que o sistema (1) tenha uma solução. Isto
significa que existe um vetor x̂ ≥ 0 tal que Ax̂ = b. Fixe arbitrariamente
y ∈ Rm tal que AT y ≤ 0. Desta forma, segue-se que

bT y = (Ax̂)T y = x̂T AT y ≤ 0.

Pela arbitrariedade de y, o sistema (2) não tem solução.
Agora, suponhamos que o sistema (1) não tenha solução. Defina o cone

convexo gerado pelas colunas da matriz A por

S = {y ∈ Rm; y = Ax, x ≥ 0}.

Por hipótese, b 6∈ S. Ainda, como S é um poliedro, segue-se pela Proposição
4.1.10 que S é um conjunto convexo e fechado. Também, S é não vazio,
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porque 0 ∈ S. Pelo Teorema de Separação, existem um vetor não nulo
a ∈ Rm e um escalar δ ∈ R tais que, para todo y ∈ S, aT b > δ e aT y ≤ δ.
Como 0 ∈ S, δ ≥ 0 e, dáı, aT b > 0. Ainda, uma vez que aT y ≤ δ, segue-se
pela definição de S que, para todo j = 1, . . . , n e para qualquer número real
λ > 0,

δ ≥ aT λAj = λeT
j AT a,

onde ej é o j-ésimo vetor unitário em Rn. Dividindo esta última desigualdade
por λ e tomando o limite quando λ → ∞, segue-se que AT a ≤ 0. Portanto,
como demonstramos que AT a ≤ 0 e bT a > 0, para algum a ∈ Rm, conclúımos
que a é uma solução para o sitema (2). Isto finaliza a demonstração.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 3 agora?
Na próxima seção estudaremos um pouco sobre direções viáveis.

8.2 Direções viáveis

Aqui, definimos e relacionamos direções viáveis com o espaço nulo da
matriz A ∈ Rm×n. Iniciamos o nosso propósito definindo direções viáveis.

Definição 8.2.1 Seja C um subconjunto de Rn. Um vetor u ∈ Rn é uma
direção viável a partir de x ∈ C, quando existe λ̄ > 0, tal que para qualquer
λ ∈ [0, λ̄], x + λu ∈ C.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 4 agora?
Agora, vamos relacionar esta última definição com vetores emN (A), onde

A é a matriz associada ao PPL (P ). Iniciamos com a seguinte proposição.

Proposição 8.2.2 Considere o conjunto viável X de (P ). Se u ∈ Rn é uma
direção viável a partir de x ∈ X , então u ∈ N (A).

Demonstração: Suponhamos que u ∈ Rn é uma direção viável a partir
de x ∈ X . Por hipótese, existe λ̄ > 0 tal que para qualquer λ ∈ [0, λ̄],
x + λu ∈ X . Segue-se, usando a linearidade de A, que

b = A(x + λu) = Ax + λAu ⇒ λAu = 0,
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onde a implicação decorre do fato de que x ∈ X . Então, uma vez que
podemos ter λ > 0, conclúımos que u ∈ N (A); finalizando a demonstração.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 5 agora?
A próxima proposição pode ser encontrada nas páginas 11 e 12 em [23],

a qual relaciona direções viáveis com o espaço nulo de A.

Proposição 8.2.3 Seja X 0 = {x ∈ X ; x > 0} o conjunto de pontos interi-
ores viáveis. Então:

(a) Se x ∈ X 0, então u ∈ Rn é uma direção viável a partir de x se, e
somente se, u ∈ N (A).

(b) Se x ∈ (X −X 0), então u ∈ Rn é uma direção viável a partir de x se, e
somente se, u ∈ N (A) e uj ≥ 0 para todo j = 1, . . . , n tal que xj = 0.

Demonstração:

(a) Se u ∈ Rn é uma direção viável a partir de x ∈ X , então u ∈ N (A);
conforme proposição anterior. Por outro lado, suponhamos u ∈ N (A).
Então, usando o fato de que x ∈ X 0, para qualquer λ ∈ R tem-se que

A(x + λu) = Ax + λAu = b.

Assim, basta examinar a restrição de não negatividade. Se u ≥ 0,
então para qualquer λ ≥ 0, x + λu ≥ 0. Se alguma componente de u é
negativa, então definimos

λ̄i = sup{λ; xi + λui ≥ 0, ui < 0, i = 1, ..., n}

e, para a não negatividade, se ui < 0, então xi + λui = 0 e con-
seqüentemente λ̄i = −xi/ui. O maior passo que garante viabilidade
é min{λ̄i; ui < 0, i = 1, . . . , n}, o que finaliza a primeira parte da
demonstração.

(b) Suponhamos que u ∈ Rn é uma direção viável a partir de x ∈ (X −X 0).
Por hipótese, segue-se que uj ≥ 0 para todo j = 1, . . . , n tal que xj = 0.
Além disso, usando a proposição anterior, u ∈ N (A). Por outro lado,
suponhamos que uj ≥ 0 para todo j = 1, . . . , n tal que xj = 0 e
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u ∈ N (A). Como u ∈ N (A), A(x + λu) = b para todo λ ∈ R. Resta
mostrar que existe λ̄ > 0 tal que x + λu ≥ 0 para todo λ ∈ [0, λ̄]. Para
isto, definimos

J = {1, . . . , n}, J0 = {j ∈ J ; xj = 0} e J1 = J − J0.

Considere j ∈ J0 fixo, porém, arbitrário. Logo, xj + λuj ≥ 0, para
todo λ ≥ 0, uma vez que uj ≥ 0. Agora, considere i ∈ J1 fixo, porém,
arbitrário. Logo, se ui ≥ 0, então xi + λui ≥ 0, para todo λ ≥ 0. E, se
ui < 0, então usando o item (a), obtemos um tamanho de passo posi-
tivo. Pela arbitrariedade de i ∈ J1, podemos usar o item (a) novamente
obtendo

λ̄ = min{−xi

ui

; ui < 0, i = 1, ..., n}.

Portanto, pela arbitrariedade de j ∈ J0 e i ∈ J1, x + λu ≥ 0 para todo
λ ∈ [0, λ̄], como queŕıamos demonstrar. Isto finaliza a demonstração.

No próximo caṕıtulo estudaremos os teoremas de dualidade.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 6 agora?

8.3 Exerćıcios

1. Considere o conjunto C = {x ∈ R2; ‖x‖ ≤ 1} e o ponto z = [2, 2]T .
Calcule dois hiperplanos que separam z de C.

2. Considere a matriz

A =

[
1 0 − 1
0 1 − 1

]
.

Dê um exemplo de um cone que não é convexo e dê um exemplo de um
cone convexo gerado pelas colunas da matriz A.

3. Interprete graficamente o Lema de Farkas.
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4. Seja o poliedro definido por

{x ∈ R2; x1 + x2 = 2, x1, x2 ≥ 0}.

Pede-se:

(a) encontre uma direção viável a partir de x = [1, 1]T ; e

(b) encontre uma direção não viável a partir de x = [1, 1]T .

5. Considere o item (a) do exerćıcio anterior. Verifique que a sua direção
viável está em N (A).

6. Seja o sistema Ax = b definido por A = [1 − 2] e b = 2 com x ≥ 0.
Pede-se:

(a) encontre uma direção viável a partir de x = [4, 1]T e verifique que
esta direção está em N (A); e

(b) encontre uma direção viável u ∈ R2 a partir de x = [2, 0]T e
verifique que esta direção está em N (A) e que u2 satisfaz a não
negatividade.



Caṕıtulo 9

Dualidade

Continuamos com o nosso estudo dos fundamentos da PL. Aqui estudamos
o problema dual com o nosso objetivo centrado nos teoremas de dualidade.
Além disso, conclúımos que supor posto completo para a matriz A não repre-
senta perda de generalidade tanto para o problema primal (conforme Caṕıtulo
2) quanto para o problema dual.

9.1 Três teoremas de dualidade

Nossa intenção agora é estabelecer o Teorema de Dualidade. Para isto
vamos relacionar os problemas primal e dual entre si. Iniciamos com o Teo-
rema de Dualidade Fraco, que relaciona os problemas primal e dual através
de pontos viáveis, no sentido de que obtemos limitantes inferior e superior
para os problemas (P ) e (D), respectivamente. Sua demonstração pode ser
encontrada na página 28 em [46].

Teorema 9.1.1 Suponha x ∈ X e (y, s) ∈ S quaisquer. Então cT x ≥ bT y.

Demonstração: Por hipótese, segue-se diretamente que

cT x− bT y = (AT y + s)T x− (Ax)T y = xT s ≥ 0;

finalizando a demonstração.

Observe na demonstração acima que cT x − bT y = xT s. Usualmente
chamamos cT x− bT y o gap de dualidade e xT s o gap de complementaridade.
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Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 1 agora?
Agora vamos demonstrar o Teorema de Dualidade, que relaciona os pro-

blemas primal e dual entre si, no sentido de que ou um PPL possui uma
solução ótima, ou é um problema ilimitado ou é um problema inviável. Sua
demonstração pode ser encontrada nas páginas 71, 72 e 73 em [52].

Teorema 9.1.2 Considere os problemas primal (P ) e dual (D). Uma, e
somente uma, das seguintes afirmações é correta:

(a) se o problema (P ) tem uma solução ótima, então o problema (D)
também tem uma solução ótima e os valores das funções objetivos de
ambos são iguais. Se o problema (D) tem uma solução ótima, então o
problema (P ) também tem uma solução ótima e os valores das funções
objetivos de ambos são iguais.

(b) Se (P ) é um problema ilimitado, então (D) é um problema inviável. Se
(D) é um problema ilimitado, então (P ) é um problema inviável.

Demonstração:

(a) Basta mostrar que se o problema (P ) tem uma solução ótima, então o
problema (D) também tem uma solução ótima e os valores das funções
objetivos de ambos são iguais. O outro caso pode ser demonstrado de
maneira análoga. Assim, suponha que x∗ é uma solução ótima para o
problema primal (P ). Seja o sistema (1),

Ax = b
AT y +s = c

cT x −bT y = 0
x, s ≥ 0.

Como

xT s = xT (c− AT y) = cT x− bT y = 0

e, usando o Lema 7.2.2, este sistema é equivalente ao sistema (1’),

Ax = b
PAs = PAc
xT s = 0

x, s ≥ 0.
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Reescrevendo este último sistema, considere xT s = 0 tal que

Ax = b
−PAs = −PAc

x, s ≥ 0.

Defina

Ā =

[
A 0
0 − PA

]
, b̄ =

[
b

−PAc

]
e w =

[
x
s

]
∈ R2n.

Se o sistema Āw = b̄ e w ≥ 0, com xT s = 0, tem solução, então pela
hipótese de x∗ e usando o Teorema de Dualidade Fraco, este teorema é
satisfeito. Senão, podemos usar o Lema de Farkas, obtendo o sistema
(2) abaixo que admite solução,

ĀT z ≤ 0 e b̄T z > 0.

Nossa estratégia agora é demonstrar que o sistema (2) não pode admitir
solução. Para algum zT = [uT vT ] ∈ Rm+n, podemos reescrever o
sistema (2) como o sistema (2’), a saber:

AT u ≤ 0
−P T

A v ≤ 0
bT u −(PAc)T v > 0.

Se (PAc)T v ≥ 0, então bT u > 0, onde por hipótese, b = Ax∗ e x∗ ≥ 0.
Além disso, AT u ≤ 0 por (2’). Logo,

0 < bT u = (Ax∗)T u = (x∗)T AT u ≤ 0.

Ou seja, (PAc)T v ≥ 0 não pode ocorrer. Finalmente, se (PAc)T v < 0,
vejamos:

(PAc)T v = cT P T
A v = cT (PAv) = cT vp,

onde as segunda e terceira igualdades decorrem, respectivamente, da
Proposição 7.1.5 e da Proposição 7.1.4. Então, vp é uma direção viável,
a partir de algum ponto viável x̂ do problema primal, conforme Proposi-
ção 8.2.3, uma vez que PAv = vp ≥ 0 por (2’) e vp ∈ N (A). Logo,
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o vetor x(λ) = x̂ + λvp é um ponto viável do problema primal com
cT x(λ) = cT x̂ + λcT vp → −∞, quando λ → ∞. Isto contradiz a
hipótese de x∗. Portanto, o sistema (2) não admite solução. Novamente,
pelo Lema de Farkas, o sistema (1) de fato tem solução. Isto finaliza a
demonstração do item (a).

(b) Basta mostrar que se (P ) é um problema ilimitado, então (D) é um
problema inviável. O outro caso pode ser demonstrado de maneira
análoga. Assim, supomos que (P ) é um problema ilimitado. Logo, por
definição, existe uma seqüência (xk) tal que xk ∈ X e cT xk → −∞.
Desta forma, X 6= ∅. Suponha por contradição que S 6= ∅. Então, pelo
Teorema de Dualidade Fraco, para quaisquer x ∈ X e (y, s) ∈ S, temos
cT x ≥ bT y. Isto contradiz o fato de que (P ) é um problema ilimitado;
concluindo a demonstração do item (b).

Observe que se (P ) (ou (D)) é inviável então o seu problema dual pode
ser ilimitado ou inviável.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 2 agora?

Agora pretendemos relacionar os problemas primal (P ) e dual (D) através
de soluções ótimas. O resultado que nos possibilita esta associação é o Teo-
rema de Dualidade Forte, cuja demonstração pode ser encontrada na página
193 em [44].

Teorema 9.1.3 Suponha que os problemas (P ) e (D) têm soluções viáveis.
Então, ambos têm soluções ótimas x∗ ∈ X (P ) e (y∗, s∗) ∈ S(D) e, necessari-
amente, cT x∗ − bT y∗ = (x∗)T s∗ = 0.

Demonstração: Por hipótese e usando o Teorema de Dualidade Fraco,
para todo x ∈ X e para todo (y, s) ∈ S, cT x ≥ bT y. Então, pelo Teorema
de Dualidade, existe x∗ ∈ X (P ). Finalmente, pelo item (a) do Teorema de
Dualidade, o resultado se segue, finalizando a demonstração.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 3 agora?

Finalizamos este caṕıtulo concluindo que a hipótese de que a matriz A
tem posto completo é, de fato, sem perda de generalidade.
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9.2 Sobre a hipótese do posto de A

Considere a transformação linear definida pela matriz A ∈ Rm×n. No
Caṕıtulo 7 definimos dois subespaços importantes do espaço vetorial Rn as-
sociados com esta transformação: o espaço nulo de A e o espaço linha de
A. Agora, definiremos dois subespaços importantes do espaço vetorial Rm

associados com esta transformação: o espaço nulo à esquerda de A, definido
por

N (AT ) = {y ∈ Rm; AT y = 0}

e seu complemento ortogonal, o espaço coluna de A, definido por

R(A) = {y ∈ Rm; y = Aw, w ∈ Rn}.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 4 agora?
Consideremos o problema dual (D). Se as colunas da matriz AT são li-

nearmente dependentes, isto é, existe um vetor não nulo y ∈ N (AT ) tal que
AT y = 0 e, além disso, bT y 6= 0, isto é, b 6∈ R(A), o que significa que o
problema primal é um problema inviável, então, pelo Teorema de Dualidade,
se S é não vazio, o problema (D) é ilimitado. Se bT y = 0 para todo y,
então podemos eliminar uma das colunas correspondentes a uma componente
não nula de y sem afetar (D). Continuando com este processo obtemos um
problema equivalente onde A tem posto completo. Desta forma, supor que
A tem posto completo não perde generalidade neste caso, também; conforme
vimos para o problema primal (P ) no Caṕıtulo 2. Veja página 8 em [56].

No próximo caṕıtulo estudaremos o par de problemas primal e dual, isto
é, o problema primal-dual.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 5 agora?

9.3 Exerćıcios

1. Suponha x∗ ∈ X e (y∗, s∗) ∈ S quaisquer. Demonstre que, se

cT x∗ − bT y∗ = (x∗)T s∗ = 0,

então x∗ ∈ X (P ) e (y∗, s∗) ∈ S(D).
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2. Dê exemplos para:

(a) um problema primal inviável e o seu dual ilimitado; e

(b) um problema primal inviável e o seu dual inviável.

3. Seja o PPL no formato padrão definido por

A = [1 1 1], b = 3 e c = [1, 0, 0]T .

Considere um ponto viável primal dado por x = [1, 1, 1]T e um ponto
viável dual dado por (y, sT ) = [−1, 2, 1, 1]. Encontre uma solução ótima
primal, uma solução ótima dual e o valor da função objetivo para ambos
os problemas.

4. Seja uma matriz definida por A = [1 1]. Pede-se:

(a) defina N (AT ) e R(A); e

(b) tome um vetor em N (AT ) e um outro em R(A) quaisquer, e ve-
rifique que estes vetores são ortogonais.

5. Seja o PPL no formato padrão definido por

minimizar x1

sujeito a : x1 + x2 + x3 = 2
x1 + x2 + x3 = 2
x1, x2, x3 ≥ 0.

Pergunta-se:

(a) a matriz AT tem colunas linearmente dependentes? Justifique; e

(b) definindo o problema dual, podemos eliminar a segunda coluna de
AT ? Justifique.



Caṕıtulo 10

O Problema Primal-Dual

Finalizamos o nosso estudo dos fundamentos em PL estudando o pro-
blema primal-dual, com o nosso objetivo centrado nas condições de otimali-
dade. Além disso, demonstramos o Teorema de Complementaridade Estrita e
estudamos aspectos relevantes sobre a geometria do par de problemas primal
e dual.

10.1 O problema

Consideremos os problemas primal (P ) e dual (D).
Iniciamos o nosso estudo para definir o problema primal-dual com a

seguinte definição.

Definição 10.1.1 Sejam x∗ ∈ X e s∗ ∈ S̃ soluções ótimas para os problemas
primal e dual, respectivamente.

(a) A igualdade (x∗)T s∗ = 0 é chamada condição de folga complementar.

(b) Dizemos que (x∗, s∗) é um par de soluções complementares, quando
(x∗, s∗) satisfaz a condição de folga complementar.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 1 agora?
A seguir, demonstraremos uma proposição bastante útil para o nosso

estudo para definir o problema primal-dual. Sua demonstração pode ser
encontrada na página 200 em [26].
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Proposição 10.1.2 Considere os vetores x, s ∈ Rn
+. Temos que, xs = 0 se,

e somente se, xT s = 0.

Demonstração: Temos que, xs = 0 significa que xjsj = 0, j = 1, . . . , n.
Isto é equivalente a xT s =

∑n
j=1 xjsj = 0, para (x, s) ≥ 0. Isto finaliza a

demonstração.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 2 agora?
O próximo teorema é também conhecido como o Teorema das Folgas

Complementares, cuja demonstração pode ser encontrada na página 75 em
[52].

Teorema 10.1.3 Considere x∗ ∈ X e s∗ ∈ S̃ soluções ótimas, respectiva-
mente, para os problemas primal e dual. Então x∗s∗ = 0.

Demonstração: Pelo Teorema de Dualidade (x∗)T s∗ = 0. Pela proposição
anterior, o resultado se segue, finalizando a demonstração.

Considere x∗ ∈ X e s∗ ∈ S̃ soluções ótimas, respectivamente, para os
problemas primal e dual. Este teorema afirma que a igualdade x∗s∗ = 0 tem
estrutura combinatorial: para cada j = 1, . . . , n, x∗j = 0 ou s∗j = 0.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 3 agora?
O problema primal-dual é definido assim: dados uma matriz A, m × n,

0 < m < n, posto(A) = m, e vetores b ∈ Rm e c ∈ Rn, encontrar, se existir,
uma solução para o sistema de equações e inequações

Ax = b
(PD) AT y + s = c

xs = 0
x, s ≥ 0.

Usando a Proposição 10.1.2, o sistema não linear (PD) pode ser visto
como um sistema linear, bastando substituir xs = 0 por

xT s = cT x− bT y = 0.

Observe que o problema para encontrar x ∈ Rn que cumpre as condições
Ax = b e x ≥ 0, é o problema de viabilidade primal. Ainda, o problema para
encontrar (y, s) ∈ Rm × Rn que cumpre as condições AT y + s = c e s ≥ 0,
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é o problema de viabilidade dual. Além disso, usando a Proposição 10.1.2 e
o Teorema de Dualidade, encontrar (x, s) ∈ X × S̃ que cumpre a condição
xs = 0, é encontrar um par de soluções complementares.

Definimos o conjunto viável primal-dual por

F = {(x, s) ∈ Rn ×Rn; x ∈ X , s ∈ S̃},

o conjunto viável de pontos interiores primal-dual por

F0 = {(x, s) ∈ F ; (x, s) > 0}

e o conjunto de soluções ótimas primal-dual por

F(PD) = {(x, s) ∈ F ; xs = 0}.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 4 agora?
As condições de otimalidade para o par de problemas primal e dual estão

expressas no próximo teorema.

Teorema 10.1.4 Considere os problemas primal (P ) e dual (D). Um ponto
x ∈ Rn é uma solução ótima de (P ) se, e somente se, existe um par de
multiplicadores (de Lagrange) (y, s) ∈ Rm ×Rn, tal que o sistema

Ax = b
AT y + s = c

xT s = 0
x, s ≥ 0

é satisfeito.

Demonstração: Imediata usando o Teorema de Dualidade.
As condições de otimalidade para o par de problemas primal e dual coin-

cidem com as condições de Karush-Kuhn-Tucker, a saber: x é uma solução
ótima de (P ) se, e somente se, existe um par de multiplicadores de Karush-
Kuhn-Tucker (y, s) tal que o sistema (PD) é satisfeito.

Este resultado é um caso particular do Teorema de Karush-Kuhn-Tucker
para Programação Não Linear.

Além disso, pelo teorema anterior, as condições de otimalidade para um
PPL consiste em encontrar um ponto viável x em X e um outro s em S̃ com,
necessariamente, xT s = 0. Como o gap de complementaridade é sempre não
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negativo e sempre igual ao gap de dualidade cT x − bT y, podemos definir o
problema (PD) como um PPL, a saber:

minimizar cT x− bT y
sujeito a: Ax = b

AT y + s = c
x, s ≥ 0.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 5 agora?
Na próxima seção enunciaremos e demonstraremos o Teorema das Folgas

Complementares Estritas, ou simplesmente Teorema de Complementaridade
Estrita.

10.2 O Teorema de Complementaridade Es-

trita

O Teorema de Complementaridade Estrita é também conhecido como o
Teorema de Goldmann e Tucker. Para estudá-lo, iniciamos com a seguinte
definição.

Definição 10.2.1 Sejam x∗ ∈ X e s∗ ∈ S̃ soluções ótimas para os problemas
primal e dual, respectivamente.

(a) A desigualdade estrita x∗ + s∗ > 0 é chamada condição de folga com-
plementar estrita.

(b) Dizemos que (x∗, s∗) é um par de soluções complementares estritas,
quando (x∗, s∗) satisfaz a condição de folga complementar estrita.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 6 agora?
Agora estamos prontos para enunciar e demonstrar o Teorema de Comple-

mentaridade Estrita, que afirma que qualquer PPL com uma solução ótima
possui um par de soluções complementares estritas. Sua demonstração pode
ser encontrada nas páginas 77 e 78 em [52].

Teorema 10.2.2 Suponha X e S̃ conjuntos não vazios. Então, os problemas
primal e dual têm um par de soluções complementares estritas x∗ e s∗, isto
é, x∗ + s∗ > 0.
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Demonstração: Por hipótese, podemos usar o Teorema de Dualidade
Forte. Denotamos γ = v(P ) = v(D) o valor ótimo. Inicialmente, quere-
mos demonstrar que x∗j = 0 para toda solução ótima para o problema primal
se, e somente se, s∗j > 0 para alguma solução ótima para o problema dual. Se
s∗j > 0 para alguma solução ótima para o dual, então pelo Teorema 10.1.3,
x∗j = 0 para toda solução ótima para o primal. Assim, suponha x∗j = 0 para
toda solução ótima para o primal. Vamos demonstrar que s∗j > 0 para alguma
solução ótima para o dual. Com efeito, x∗j = 0 é equivalente ao problema (1)

minimizar −(uj)T x
sujeito a: Ax = b

−cT x− t = −γ
x ≥ 0, t ≥ 0

admitir uma solução ótima (x̂, t̂) com valor ótimo −(uj)T x̂ = 0, onde uj ∈ Rn

é um vetor de zeros com a j-ésima coordenada igual a 1. Equivalentemente,
usando o Teorema de Dualidade, o problema dual (2) de (1),

maximizar bT y − γλ
sujeito a: AT y − cλ + s = −uj

−λ + sn+1 = 0
s ≥ 0, sn+1 ≥ 0

também admite solução ótima (ŷ, λ̂, ŝ, ŝn+1) com valor ótimo

bT ŷ − γλ̂ = −(uj)T x̂ = 0.

Defina λ̂ = ŝn+1 ≥ 0. Agora, considere (ȳ, s̄) uma solução ótima para o
problema dual (D). Segue-se que

(AT ȳ + s̄) + (AT ŷ − cλ̂ + ŝ) = c− uj.

Dáı,

s̄ + ŝ + uj = (1 + λ̂)c− AT (ȳ + ŷ).

Dividindo ambos os lados por 1 + λ̂ > 0,

s̄ + ŝ + uj

1 + λ̂
= c− AT (ȳ + ŷ)

1 + λ̂
.

Tomando
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y∗ =
(ȳ + ŷ)

1 + λ̂
e s∗ =

s̄ + ŝ + uj

1 + λ̂
≥ 0,

segue-se que

c− AT y∗ = s∗ ≥ 0 e s∗j =
s̄j + ŝj + 1

1 + λ̂
≥ 1

1 + λ̂
> 0.

Então, para todo x̃ ∈ X (P ),

x̃T s∗ = x̃T (c− AT y∗) = γ − bT y∗ = γ − bT ȳ + ŷ

1 + λ̂
= 0.

Logo, conclúımos que se x∗j = 0 para toda solução ótima para o primal, então
s∗j > 0 para alguma solução ótima para o dual. Finalmente, devemos exibir
x∗i > 0 para s∗i = 0. Pelo Teorema 6.2.3 X (P ) é um poliedro, logo, convexo.
Então podemos definir

J = {i = 1, . . . , n;∃xi ∈ X (P ), xi
i > 0},

e tomar

x∗i =
1

|J |
∑
i∈J

xi
i > 0.

Isto finaliza a demonstração.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 7 agora?
Uma conseqüência importante deste teorema é o próximo resultado, cuja

demonstração pode ser encontrada na página 9 em [56].

Proposição 10.2.3 Se c não está no espaço linha de A, então cT x > v(P )
para todo x ∈ X 0.

Demonstração: Suponha por contradição que cT x = v(P ) para algum
x ∈ X 0. Então, (P ) tem uma solução ótima e, pelo Teorema de Dualidade,
(D) também tem uma solução ótima. Usando o Teorema das Folgas Com-
plementares isto implica que s∗ = 0 para qualquer solução ótima (y∗, s∗) em
(D). Portanto, c = AT y∗. Isto contradiz o fato de que c não está no espaço
linha de A, finalizando a demonstração.
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Atenção: Que tal fazer os exerćıcios 8 e 9 agora?
Na próxima seção estudaremos alguns aspectos da geometria do par de

problemas primal e dual.

10.3 Geometria

O Teorema Fundamental da PL afirma que uma solução ótima, se existir,
é atingida em ao menos um ponto extremo. O que pretendemos estudar
agora é a possibilidade de uma solução ótima, para o problema (PD), ser
atingida em um par de soluções complementares estritas, no sentido de que
estas soluções geram uma solução interior em um subconjunto do conjunto
de soluções ótimas do problema (PD).

Iniciamos o nosso propósito com um resultado que nos auxiliará na tarefa
de formular hipóteses para os problemas primal e dual, cuja demonstração
pode ser encontrada nas páginas 9 e 10 em [56].

Teorema 10.3.1 Suponha que X é não vazio. Então as seguintes afirmações
são equivalentes:

(a) S0 é não vazio;

(b) Para todo κ ∈ R, {x ∈ X ; cT x ≤ κ} é limitado;

(c) X (P ) é não vazio e limitado; e

(d) Para algum κ ∈ R, {x ∈ X ; cT x ≤ κ} é não vazio e limitado.

Demonstração: (a) ⇒ (b): Suponha (y, s) ∈ S0. Então, usando duali-
dade, x ∈ X e cT x ≤ κ implica que

xT s = cT x− bT y ≤ κ− bT y.

Dáı, tais pontos x devem pertencer ao conjunto limitado

{x; xT s ≤ κ− bT y, x ≥ 0} ⊆ {x; 0 ≤ x ≤ (κ− bT y)s−1}.

(b) ⇒ (c): Tomando κ = cT x̄ para algum x̄ ∈ X , temos que (P ) é
equivalente a minimizar cT x sobre o conjunto compacto e não vazio

{x ∈ X ; cT x ≤ κ},



74 CAPÍTULO 10. O PROBLEMA PRIMAL-DUAL

tal que ele possui uma solução ótima. Além disso, toda solução ótima per-
tence a este conjunto compacto.

(c) ⇒ (d): Isto é imediato tomando κ = v(P ).
(d) ⇒ (a): Suponha que {x ∈ X ; cT x ≤ κ} é não vazio e limitado.

Escolha algum s̄ > 0. Então o problema

min{cT x; Ax = 0, xT s̄ = 1, x ≥ 0}

é inviável ou tem valor ótimo positivo. Assim, seu dual

max{ζ; AT y + s̄T ζ + s = c, s ≥ 0},

que claramente tem uma solução viável (tome y = 0 e ζ suficientemente
negativo), tem uma solução viável com ζ positivo. Isto fornece um ponto em
S0.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 10 agora?
Agora vamos formalizar, no próximo teorema, o resultado que afirma que

todo PPL possui uma solução ótima que satisfaz a condição de complemen-
taridade estrita e gera uma solução interior em um subconjunto do conjunto
de soluções ótimas do problema (PD). Sua demonstração pode ser encon-
trada na página 78 em [52].

Teorema 10.3.2 Considere um PPL definido por (PD). Uma solução ótima
para o problema (PD) satisfazendo a condição de folga complementar estrita,
é um ponto interior em um subconjunto do conjunto de soluções ótimas de
(PD).

Demonstração: Considere (x∗, s∗) ∈ F(PD) satisfazendo a condição de
folga complementar estrita. Definimos

J1 = {j = 1, . . . , n; x∗j = 0} e J2 = {j = 1, . . . , n; s∗j = 0}.

Pelo Teorema 10.1.3, (x, s) ∈ F(PD) se, e somente se, (x, s) ∈ F tal que
xj = 0 para todo j 6∈ J2 e sj = 0 para todo j 6∈ J1. Isto significa que (x, s)
resolve o sistema

AJ2xJ2 = b
PAJ1

sJ1 = PAJ1
cJ1

xJ2 ≥ 0, sJ1 ≥ 0.
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As soluções de complementaridade estrita (x∗, s∗) geram um ponto interior
para este sistema. Isto finaliza a demonstração.

A partir do próximo caṕıtulo, estaremos interessados no estudo de algo-
ritmos para resolver problemas de PL. Iniciaremos esta terceira etapa com
o estudo do método simplex. Assim, neste momento, estamos finalizando a
etapa sobre os fundamentos da PL.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 11 agora?

10.4 Exerćıcios

1. Dê um exemplo de um PPL que admite solução ótima, inclusive para
o seu dual. Calcule um par de soluções complementares.

2. Considere os vetores x = [1, 0]T e s = [0, 1]T . Calcule xT s e xs.

3. Encontre um par de soluções complementares para o PPL

minimizar −x1 − x2

sujeito a : x1 + x2 + x3 = 1
x1, x2, x3 ≥ 0.

4. Desenhe no R2 o conjunto viável X e o conjunto viável S̃ para o PPL
primal-dual

x1 − x2 = 2
y +s1 = 1
−y +s2 = 0
x1s1 = 0
x2s2 = 0

x1, x2, s1, s2 ≥ 0.

Encontre sua solução ótima.

5. Demonstre que o conjunto viável X é limitado se, e somente se, o
conjunto viável S̃ é ilimitado. E, vice-versa.

6. Dê um exemplo de um PPL que admite solução ótima, inclusive para
o seu dual. Calcule um par de soluções complementares estritas.
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7. Faça uma pesquisa bibliográfica e observe que o Teorema de Comple-
mentaridade Estrita não vale para o problema de Programação Não
Linear min{x2; x ≥ 0}.

8. Desenhe no R2 um exemplo para a Proposição 10.2.3.

9. Considere o problema primal (P ) com X (P ) não vazio. Demonstre que
X = X (P ) se, e somente se, c ∈ R(AT ).

10. Dê um exemplo de um PPL com X e S0 não vazios e verifique os itens
(b), (c) e (d) do Teorema 10.3.1.

11. Considere o PPL do exerćıcio 3. Encontre um par de soluções comple-
mentares estritas.



Caṕıtulo 11

Método Simplex: algoritmo
mestre

Aqui e nos próximos quatro caṕıtulos, trataremos de duas famı́lias de
métodos para resolver problemas de PL: simplex e afim-escala.

Todo método advém da necessidade de resolvermos algum problema.
Neste e nos próximos dois caṕıtulos, estaremos interessados na solução dos
problemas de PL através do estudo do método simplex, devido a Dantzig
[13]. O objetivo destes três caṕıtulos é enunciar e demonstrar que o algo-
ritmo simplex de duas fases com a regra de Bland [9] converge.

Iniciamos o nosso propósito introduzindo um algoritmo mestre.

11.1 Algoritmo mestre

Consideremos o PPL primal no formato padrão

(P ) minimizar cT x
sujeito a: Ax = b

x ≥ 0,

onde são dados uma matriz A ∈ Rm×n e vetores b ∈ Rm e c ∈ Rn, com
0 < m < n.

Sem perda de generalidade, consideremos a matriz A de posto completo
e o vetor do lado direito b ≥ 0. Neste último caso, para alguma coordenada
do vetor b negativa, basta multiplicar a equação correspondente por menos
um. No primeiro caso, agimos conforme Caṕıtulo 2.
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Considere o problema (P ). A idéia do método simplex baseia-se no
Corolário 5.1.3, afirmando que o conjunto viável de (P ) tem um número finito
de pontos extremos; no Corolário 5.2.2, afirmando que o conjunto viável de
(P ) é um poliedro com ao menos um ponto extremo, quando não vazio; no
Teorema Fundamental da PL (Teorema 6.1.1), afirmando que se (P ) admite
solução ótima, então uma solução ótima é atingida em ao menos um ponto
extremo do conjunto viável de (P ); e, no Teorema 5.1.2, que caracteriza
ponto extremo através de solução básica viável.

Quer dizer, a idéia ‘ingênua’ do método simplex consiste em caminhar
pela fronteira de um conjunto poliedral de um PPL (P ), através de pontos
extremos adjacentes sucessivos com valores da função objetivo estritamente
decrescentes.

A seguir, enunciamos um algoritmo mestre em uma tentativa de exprimir
algoritmicamente as idéias do método simplex.

Algoritmo 11.1.1 Mestre.
Dados: x0 solução básica viável inicial associada a uma matriz base inicial

B0.
k := 0.
REPITA

Escolha, se posśıvel, uma nova variável básica daquelas variáveis não
básicas.
Escolha, se posśıvel, uma nova variável não básica daquelas variáveis
básicas.
Atualize Bk+1 e xk+1.
k := k + 1.

ATÉ QUE ‘convirja’.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 1 agora?
No restante desta seção e, nos próximos dois caṕıtulos, construiremos

o algoritmo simplex baseado neste algoritmo mestre; finalizando com um
teorema de convergência.

Nossa primeira pergunta é a seguinte:

como determinar uma solução básica viável inicial?

Denominamos este problema de fase 1 ou, equivalentemente, problema de
viabilidade.
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11.1.1 Fase 1

Consideremos o problema de PL (P ). Para o método simplex, o problema
fase 1 tem a seguinte forma:

(P1) minimizar eT xa

sujeito a: Ax + xa = b
x ≥ 0, xa ≥ 0,

onde xa ∈ Rm é um vetor de variáveis chamadas variáveis artificiais e e é um
vetor de uns em Rm.

Uma vez que b ≥ 0, segue-se que, para o problema (P1),[
x
xa

]
=

[
0
b

]
∈ Rn+m

é uma solução básica viável associada a uma matriz base, dada pela matriz
identidade I, m×m.

O resultado a seguir garante a existência de uma solução ótima para o
problema fase 1, no formato (P1). Ou seja, este problema de viabilidade
jamais será um problema ilimitado.

Teorema 11.1.2 O problema (P1) admite solução ótima.

Demonstração: Sabemos que o conjunto viável de (P1), denotado nesta
demonstração por X1,

X1 = {z = [xT , xT
a ]T ; Ax + xa = b, z ≥ 0},

é não vazio, pois [0T , bT ]T ∈ X1. O conjunto

{z ∈ X1; 0 ≤ eT xa ≤ eT b}
é limitado e não vazio. Segue-se pelo Teorema 10.3.1 que o conjunto de
soluções ótimas de (P1) é não vazio, finalizando a demonstração.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 2 agora?
O próximo resultado é um critério de inviabilidade para o PPL original

(P ).

Teorema 11.1.3 Considere [x̂T , x̂T
a ]T uma solução ótima de (P1). Então,

(P ) é um problema inviável se, e somente se, x̂a 6= 0.
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Demonstração: Suponha [x̂T , x̂T
a ]T uma solução ótima de (P1). Vamos

demonstrar inicialmente que se (P ) é um problema inviável, então x̂a 6= 0.
Suponha por contradição que x̂a = 0. Então x̂ ≥ 0 e Ax̂ = b, o que significa
que X é não vazio. Ou seja, (P ) não é um problema inviável, o que é uma
contradição. Finalmente, vamos demonstrar que se x̂a 6= 0, então (P ) é
inviável. Suponha por contradição que (P ) não é um problema inviável. Isto
significa que existe [xT , xT

a ]T ∈ Rn+m
+ tal que Ax = b e xa = 0. Assim, temos

que eT x̂a ≤ eT xa = 0, o que contradiz o fato de que x̂a 6= 0. Isto completa a
demonstração.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 3 agora?

Uma resposta auxiliar para a nossa primeira pergunta de como determinar
uma solução básica viável inicial para o problema original (P ) é: resolver o
problema fase 1. O procedimento para resolver o problema (P1) é análogo
àquele para a próxima fase, isto é, o problema de otimalidade, denominado
fase 2.

Observe que o problema fase 1 foi constrúıdo de tal maneira que uma
solução básica viável inicial está dispońıvel e, pelo Teorema 11.1.2, possui
uma solução ótima. Pelo Teorema 11.1.3, de duas uma, ou certificamos
que (P ) é um problema inviável ou uma solução básica viável inicial para a
próxima fase pode ser obtida.

Como certificar que (P ) é um problema inviável? Pelo Teorema 11.1.3,
quando o vetor de variáveis artificiais x̂a, em qualquer solução ótima de (P1),
é não nulo. Em outras palavras, quando o valor ótimo para o problema (P1)
é estritamente positivo.

A resposta definitiva para a nossa primeira pergunta será desenvolvida
na próxima subseção.

11.1.2 Transição: da fase 1 para a fase 2

Supondo que o problema original (P ) não é um problema inviável, deve-
mos fornecer uma solução básica viável inicial para o problema fase 2, isto é,
para o problema original (P ). Nesta subseção respondemos como fazê-lo.

Se todas as variáveis artificiais são variáveis não básicas na solução ótima
para o problema (P1), então basta eliminar as variáveis artificiais. Neste
caso, a partir da fase 1 conclúıda, determinamos uma solução básica viável
inicial para a próxima fase. Este é o caso mais simples.
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O caso mais delicado é quando algumas das variáveis artificiais, nulas na
solução ótima para (P1), são variáveis básicas. Inicialmente, desenvolveremos
este caso através de um exemplo.

Exemplo 11.1.4 Considere o PPL

minimizar x1 − x2

sujeito a : x1 + x2 + x3 = 2
x1 + x4 = 2

x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

O problema fase 1 é o PPL

min x5 + x6

s. a : x1 + x2 + x3 + x5 = 2
x1 + x4 + x6 = 2

x1, x2, x3, x4, x5, x6 ≥ 0.

Seja a base ótima

B∗ =

[
1 1
1 0

]
,

para o conjunto de ı́ndices base IB∗ = {1, 5}, com o vetor de variáveis básicas
x̂B∗ = [x1, x5]

T = [2, 0]T . Observe que x5 e x6 são variáveis artificiais, e x5

é uma variável básica. Pede-se: substituir x5 por uma nova variável básica
não artificial e fornecer IB0 , IN0 , B0, N0 e x0 para a fase 2.

Vejamos: consideremos a expressão obtida no Caṕıtulo 5,

x̂B∗ = B−1
∗ b−B−1

∗ N∗xN∗ ,

para a base ótima B∗ para o problema fase 1, tal que x̂B∗ é o vetor de variáveis
básicas incluindo a variável artificial x5 que é variável básica. Temos que

N∗ =

[
1 1 0 0
0 0 1 1

]
,

para IN∗ = {2, 3, 4, 6}. Ainda, xN∗ = x̂N∗ = 0 para a matriz base B∗. A
solução ótima para a fase 1,

x̂ = [2, 0, 0, 0, 0, 0]T ,
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é uma solução básica viável degenerada.
Agora, consideremos eliminadas as colunas referentes às variáveis artifi-

ciais na matriz não base N∗, isto é,

N∗ =

[
1 1 0
0 0 1

]
,

para IN∗ = {2, 3, 4}. Como xN∗ = 0 para B∗, devemos substituir os ı́ndices de
IB∗, associados às variáveis artificiais, pelos ı́ndices de IN∗. Uma maneira
de fazer isto é verificar as linhas em B−1

∗ N∗, correspondentes às variáveis
artificiais em x̂B∗, que são não nulas. Estas linhas sempre existirão, porque
a matriz A tem posto completo (veja página 171 em [11]). Em particular,

B−1
∗ N∗ =

[
0 1
1 −1

] [
1 1 0
0 0 1

]
=

[
0 0 1
1 1 −1

]
,

tal que a primeira linha corresponde a x1 e a segunda a x5.
A partir dáı, troque as variáveis artificiais básicas em IB∗, verificando

as linhas não nulas em B−1
∗ N∗, pelas variáveis não básicas (não artificiais)

em IN∗, associadas às colunas não nulas em B−1
∗ N∗; que são as mesmas

associadas às colunas em N∗. Em particular, a segunda linha em B−1
∗ N∗,

que corresponde a x5, tem todos os coeficientes não nulos. Assim, basta
tomar alguns deles, por exemplo, o primeiro coeficiente não nulo da segunda
linha está na primeira coluna, que corresponde a x2. Então,

IB∗ = {1, 2} e IN∗ = {5, 3, 4}.

Finalmente, todas as variáveis artificiais restantes são variáveis não bási-
cas. Então, basta eliminá-las como anteriormente no caso mais simples. Em
particular,

IB0 = {1, 2} e IN0 = {3, 4},

com

B0 =

[
1 1
1 0

]
e N0 =

[
1 0
0 1

]
.

Logo, a solução básica viável inicial para a fase 2 é dada por

x0 = [2, 0, 0, 0]T .
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Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 4 agora?
A seguir, vamos enunciar um procedimento para a transição da fase 1

para a fase 2, especificando a troca das variáveis artificiais básicas em IB∗

pelas variáveis não básicas, não artificiais, em IN∗ .

Procedimento 11.1.5 Fase 1 para a fase 2.
Dados: uma matriz aumentada Ā = [A I], uma matriz base B∗, conjuntos
de ı́ndices base IB∗, não base IN∗ e J = {n+1, . . . , n+m}, e uma solução
ótima para (P1) denotada por z ∈ Rn+m.

Se alguma variável artificial na solução ótima de (P1) é variável básica,
K := IB∗ ∩ J .
IN∗ := IN∗ − (J −K).
Calcule a matriz D, m× |IN∗|,

B∗D = ĀIN∗
.

Para i = 1 : m
Se (zB∗)i é uma variável artificial,

Encontre j = 1 : |IN∗|, tal que Dij 6= 0.
Tome

ib := (IN∗)j; inb := (IB∗)i;

IB∗ := IB∗ ∪ {ib} − {inb}; IN∗ := IN∗ − {ib}.
J := ∅.

Sáıda:

IB := IB∗ ; IN := IN∗ − J ; B := B∗;

xB := zB, xN := 0 (0 é um vetor em Rn−m).

A sáıda deste procedimento fornece, para a próxima fase, uma matriz base
inicial B, conjuntos de ı́ndices base IB e não base IN iniciais, e uma solução
básica viável inicial x ∈ Rn composta de um vetor de variáveis básicas xB e
de um vetor de variáveis não básicas xN .

Agora estamos prontos para estudar a fase 2. É o que introduziremos no
próximo caṕıtulo.
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Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 5 agora?

11.2 Exerćıcios

1. Considere o PPL

minimizar −x1 − 2x2

sujeito a : x1 + x2 + x3 = 4
2x1 + x2 + x4 = 6

x1 + x5 = 3
x1, x2, x3, x4, x5 ≥ 0.

Pede-se:

(a) Resolva graficamente este problema.

(b) Quantas são as soluções básicas viáveis? E, quantos são os pontos
extremos?

(c) Por que, neste caso, temos mais soluções básicas viáveis do que
pontos extremos?

(d) Calcule o valor da função objetivo para cada solução básica viável.
Quem é uma solução ótima?

(e) Use o Algoritmo 11.1.1 fixando escolhas e atualizações, para re-
solver este problema.

2. Considere o PPL

minimizar −x1

sujeito a : x1 + x2 = 3
x1, x2 ≥ 0.

Pede-se:

(a) Transforme este problema no problema fase 1.

(b) Existe uma solução ótima para o problema fase 1? Justifique.

3. Considere o PPL do exerćıcio anterior. Forneça uma solução ótima para
o problema fase 1. Por outro lado, construa um problema inviável e
certifique, através da fase 1, que de fato o seu problema é um problema
inviável.
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4. Considere o Exemplo 11.1.4. Substituindo x5 por x4, determine

IB0 , IN0 , B0 e x0.

5. Implemente, em MATLAB ou em OCTAVE, a transição da fase 1 para
a fase 2 para o problema de PL do Exemplo 11.1.4, com as entradas:

Ā =

[
1 1 1 0 1 0
1 0 0 1 0 1

]
, B∗ =

[
1 1
1 0

]
,

IB∗ = {1, 5}, IN∗ = {2, 3, 4, 6}, J = {5, 6},

z = [2, 0, 0, 0, 0, 0]T , m = 2 e n = 4.
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Caṕıtulo 12

Método Simplex: algoritmo
mestre adaptado

Continuamos com o nosso objetivo de enunciar e demonstrar que o método
simplex fases 1 e 2 com a regra de Bland converge. Neste caṕıtulo, estudamos
um algoritmo mestre adaptado na tentativa de construir o algoritmo simplex
à luz do Algoritmo 11.1.1.

12.1 Algoritmo mestre adaptado

Nesta seção, enunciamos um algoritmo mestre adaptado com um maior
detalhamento para a próxima fase do método simplex.

12.1.1 Fase 2

Para a fase 2 consideramos o PPL (P ).
Continuamos o nosso processo construtivo com uma nova pergunta. A

partir da fase 1 conclúıda e, supondo que o problema original (P ) não é um
problema inviável e que já eliminamos todas as variáveis artificiais, partimos
de uma solução básica viável e devemos escolher qual variável não básica
passará a variável básica e qual variável básica passará a variável não básica.
A este processo de escolha damos o nome de refinamento. E, este processo, é
a idéia chave para o método simplex (veja página 103 em [9]). A propósito,
a nossa segunda pergunta é:

como escolher novas variáveis básica e não básica?
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Consideremos o problema original (P ). Denotamos uma solução básica
viável para (P ), a saber, x̂, associada a uma matriz base B. Denotamos,
também, uma matriz não base N . Por definição,

x̂B = B−1b e x̂N = 0.

Por conveniência, particionamos a matriz tecnológica de posto completo
A e o vetor custo c como

A = [N B] e c =

[
cN

cB

]
,

onde B é uma matriz base m×m e N é uma matriz não base m× (n−m).
Denotamos IB o conjunto de ı́ndices base associados às variáveis básicas e
IN o conjunto de ı́ndices não base associados às variáveis não básicas.

Uma vez que uma matriz base é conhecida, todo ponto viável x para (P )
pode ser rearranjado em uma ordem correspondente como

x =

[
xN

xB

]
.

Desenvolvendo Ax = b,

Ax = b ⇔ NxN + BxB = b ⇔ BxB = b−NxN ⇔
⇔ xB = B−1b−B−1NxN . (12.1)

Desenvolvendo cT x e usando a última igualdade,

cT x = cT
NxN + cT

BxB = cT
NxN + cT

B(B−1b−B−1NxN) =

= cT
BB−1b + (cT

N − cT
BB−1N)xN ⇔

⇔ cT x = cT
BB−1b +

[
cN − (B−1N)T cB

0

]T [
xN

xB

]
, (12.2)

onde 0 ∈ Rm denota um vetor de zeros.

Definição 12.1.1 Dizemos que o vetor

s =

[
cN − (B−1N)T cB

0

]
,

é denominado vetor custo reduzido.



12.1. ALGORITMO MESTRE ADAPTADO 89

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 1 agora?
De acordo com a expressão (12.2), o vetor custo reduzido é o vetor das

taxas de redução no valor da função objetivo com respeito à mudança na
variável não básica.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 2 agora?
O próximo teorema fornece uma condição suficiente para uma solução

básica viável ser uma solução ótima, cuja demonstração pode ser encontrada
nas páginas 32 e 33 em [18].

Teorema 12.1.2 Se x̂ é uma solução básica viável com vetor custo reduzido
não negativo, então x̂ é uma solução ótima para o problema (P ).

Demonstração: Suponha x̂ uma solução básica viável associada a uma
matriz base B e o vetor custo reduzido s ≥ 0. Considere x um ponto viável
qualquer para o problema (P ). Então, usando (12.2) e a definição de vetor
custo reduzido, obtemos

cT x− cT x̂ = cT
BB−1b + sT

[
xN

xB

]
− cT

BB−1b = sT

[
xN

xB

]
≥ 0.

Portanto, cT x̂ ≤ cT x, para todo x viável. Isto significa que x̂ é uma solução
ótima, finalizando a demonstração.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 3 agora?
Examinando a literatura em Programação Linear, constatamos que a

notação para o desenvolvimento do método simplex é fundamental para uma
exposição clara e fácil. Neste ponto, a idéia é excluir a matriz N na imple-
mentação do algoritmo simplex (se necessário, utilizaremos N uma única vez
no Procedimento 11.1.5) e trabalhar com os conjuntos de ı́ndices base e não
base.

Notação: Referindo-nos à matriz A particionada pela matriz base B e pela
matriz não base N , para jl ∈ {1, . . . , n−m}, l ∈ IN , i ∈ {1, . . . ,m} e ki ∈ IB,
denotamos d(l) ∈ Rm, a solução única do sistema

Bd(l) = Njl
= Al.
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Finalmente, denotamos

di(l) ∈ R,

a coordenada i do vetor d(l) associada à coluna ki da matriz A.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 4 agora?
O próximo resultado certifica quando um PPL é um problema ilimitado.

Esta demonstração pode ser encontrada na página 135 em [11].

Teorema 12.1.3 Considere o PPL (P ). Seja dada uma solução básica
viável x̂ associada a uma matriz base B. Se sh < 0 e d(h) ≤ 0, para al-
gum h ∈ IN , então (P ) é um problema ilimitado.

Demonstração: Partimos de uma solução básica viável x̂. Fixe h ∈ IN .
Seja x̂h = 0 uma variável não básica de x̂ tal que sh < 0 e d(h) ≤ 0. A
partir de x̂, tentaremos encontrar uma nova solução básica viável x, fazendo
xh a nova variável básica, isto é, atribuindo-lhe um valor positivo. As demais
variáveis não básicas de x̂ continuarão nulas, isto é,

xl = x̂l = 0, para todo l ∈ IN , l 6= h. (12.3)

Substituindo (12.3) em (12.1), temos:

xB = x̂B − d(h)xh.

Substituindo (12.3) em (12.2), temos:

cT x = cT x̂ + shxh.

Como d(h) ≤ 0, podemos fazer xh crescer tanto quanto queiramos sem o risco
de alguma componente de x assumir valores negativos. Fazendo xh → ∞,
temos, devido a última igualdade, cT x → −∞, uma vez que sh < 0. Logo,
(P ) é um problema ilimitado. Isto finaliza a demonstração.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 5 agora?
O próximo resultado refere-se a bases de um espaço vetorial, o qual será

importante para a demonstração do próximo teorema. Sua demonstração
pode ser encontrada nas páginas 36 e 37 em [11].
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Proposição 12.1.4 Seja B = {u1, . . . , um} uma base do espaço vetorial V e
seja o vetor v ∈ V, que pode ser escrito da forma v = w1u

1 + . . . + wmum.
Caso exista algum t, t = 1, . . . ,m, tal que wt 6= 0, então também o conjunto

B′ = {u1, . . . , ut−1, v, ut+1, . . . , um}

será uma base de V.

Demonstração: Suponhamos, sem perda de generalidade, que t = 1.
Qualquer vetor z ∈ V pode ser escrito como combinação linear dos vetores
da base B, isto é, z = z1u

1 + . . . + zmum. Como w1 6= 0, podemos escrever
também

v = w1u
1 + . . . + wmum ⇒ u1 =

1

w1

(v − w2u
2 − . . .− wmum).

Substituindo u1 na primeira igualdade em z, temos:

z = z1[
1

w1

(v − w2u
2 − . . .− wmum)] + z2u

2 + . . . + zmum,

isto é,

z =
z1

w1

v + (z2 −
z1w2

w1

)u2 + . . . + (zm −
z1wm

w1

)um.

Assim, qualquer vetor z ∈ V pode ser escrito como combinação linear dos
vetores v, u2, . . . , um. Por outro lado, fazendo

λ1v + λ2u
2 + . . . + λmum = 0,

segue-se pela substituição de v como combinação linear de u1, . . . , um que

λ1w1u
1 + (λ1w2 + λ2)u

2 + . . . + (λ1wm + λm)um = 0.

Como os vetores u1, . . . , um são linearmente independentes (li),

λ1w1 = (λ1w2 + λ2) = . . . = (λ1wm + λm) = 0.

Como w1 6= 0, temos λ1 = 0. Segue-se pelas demais equações que

λ1 = . . . = λm = 0,
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o que significa que os vetores v, u2, . . . , um são li. Então, pela definição de
base de um espaço vetorial,

B′ = {v, u2, . . . , um}
é uma base de V , porque os vetores v, u2, . . . , um geram o espaço vetorial V
e são li. Pela arbitrariedade de t = 1, conclúımos a demonstração.

Esta proposição garante que para uma base B de um espaço vetorial V ,
podemos substituir um vetor da base por um outro vetor obtendo novamente
uma outra base de V , verificada uma condição bastante simples.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 6 agora?
O teorema a seguir fornece um critério de posśıvel melhoria para o valor

da função objetivo do problema (P ), cuja demonstração pode ser encontrada
nas páginas 136 e 137 em [11].

Teorema 12.1.5 Considere o PPL (P ). Seja dada uma solução básica
viável x̂ associada a uma matriz base B, e uma matriz não base N . Con-
sidere sh < 0, para algum h ∈ IN , tal que existe di(h) > 0 ao menos para
algum ki ∈ IB. Ainda, considere

x̂kq

dq(h)
= min

i=1,...,m
{ x̂ki

di(h)
; di(h) > 0, ki ∈ IB}. (12.4)

Então, fazendo xh = x̂kq/dq(h) a nova variável básica, anulamos xkq fazendo-
a variável não básica, obtendo assim uma nova solução básica viável x tal
que cT x ≤ cT x̂, com desigualdade estrita caso o valor xh seja positivo.

Demonstração: Considere i = 1, . . . ,m. Seja x a nova solução obtida
a partir da solução básica viável x̂. Vamos demonstrar que x é também
solução básica viável. Na nova solução, mantemos todas as variáveis não
básicas, exceto xh, isto é,

xl = x̂l = 0, para todo l ∈ IN , l 6= h. (12.5)

Fazemos

xh =
x̂kq

dq(h)
≥ 0.
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Substituindo (12.5) e xh em (12.1), temos, para as variáveis básicas de x̂, os
novos valores:

xki
= x̂ki

− di(h)xh = x̂ki
− di(h)

x̂kq

dq(h)
, para todo ki ∈ IB. (12.6)

Suponha satisfeita a condição (12.4), isto é,

x̂ki

di(h)
≥

x̂kq

dq(h)

para todo ki ∈ IB com di(h) > 0. Logo,

xki
= x̂ki

− di(h)
x̂kq

dq(h)
≥ x̂ki

− di(h)
x̂ki

di(h)
= 0,

para todo ki ∈ IB com di(h) > 0.
Para di(h) ≤ 0 temos, pela definição de xh ≥ 0 e por (12.6), xki

≥ 0.
Logo, xki

≥ 0 para todo ki ∈ IB. Em particular, temos por (12.6) xkq = 0.
Considerando xkq como variável não básica e fazendo xh a nova variável
básica, verificamos ter m variáveis básicas não negativas assim como n−m
variáveis não básicas nulas. Temos, portanto, satisfeitas as condições de não
negatividade: x ≥ 0. Por outro lado, como todas as variáveis satisfazem o
sistema de equações (12.1) e este é equivalente ao sistema Ax = b, temos
satisfeitas todas as restrições do PPL (P ).

Para mostrar que temos uma solução básica viável, basta mostrar que
podemos associar uma matriz base às variáveis básicas. De acordo com a
definição de d(h), podemos escrever

Ah =
∑

ki∈IB

di(h)Aki
.

Como di(h) > 0, para algum ki ∈ IB, podemos de acordo com a Proposição
12.1.4, ter uma nova matriz base trocando na matriz base antiga o vetor Akq

por Ah. Temos, portanto, uma solução básica viável x.
Usando (12.2), (12.5) e a definição de xh ≥ 0,

cT x− cT x̂ = shxh ≤ 0,

uma vez que sh < 0. Aqui cT x < cT x̂ se xh > 0. Isto finaliza a demonstração.
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Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 7 agora?
Neste ponto, podemos responder a nossa segunda pergunta de como esco-

lher novas variáveis básica e não básica. De fato, este último teorema fornece
a resposta: basta escolher algum ı́ndice l ∈ IN com sl < 0, tal que xl é a
nova variável básica, e escolher algum ı́ndice ki ∈ IB satisfazendo (12.4), tal
que xki

é a nova variável não básica.
Como se trata de escolhas, a seguir vamos enunciar o algoritmo mestre

(Algoritmo 11.1.1) de maneira, digamos, mais completa. Relembramos que,
fixado um ı́ndice j, denotamos Aj a j-ésima coluna de A.

Algoritmo 12.1.6 Mestre Adaptado.
Dados: uma solução básica viável x0 associada a uma matriz base inicial

B0, um conjunto de ı́ndices base IB0 e um conjunto de ı́ndices não ba-
se IN0.

k := 0.
REPITA

Calcule o vetor multiplicador simplex y ∈ Rm,

BT
k y = cBk

.

Calcule o vetor custo reduzido s ∈ Rn tal que,

sl = 0, para todo l ∈ IBk
e

sl = cl − yT Al, para todo l ∈ INk
.

Se s ≥ 0, então PARE; solução ótima xk.
Entrada na base: escolha h ∈ INk

tal que sh < 0.
Calcule o vetor (direção) d(h) ∈ Rm,

Bkd(h) = Ah.

Se d(h) ≤ 0, então PARE; problema ilimitado.
Sáıda da base: escolha kq ∈ IBk

tal que

xk
kq

dq(h)
= min

i=1,...,m
{

xk
ki

di(h)
; di(h) > 0, ki ∈ IBk

}.
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Atualize os ı́ndices base e não base, respectivamente,

IBk+1
:= IBk

∪ {h} − {kq};

INk+1
:= INk

∪ {kq} − {h}.

Atualize a matriz base

Bk+1 := Bk + (Ah − Akq)e
T
q ,

onde eq ∈ Rm é um vetor de zeros com valor um na posição
q = 1, . . . ,m.

Novo ponto: calcule a nova solução básica viável xk+1 ∈ Rn,

Bk+1x
k+1
Bk+1

= b;

xk+1
kq

:= 0.

k := k + 1.
ATÉ QUE ‘convirja’.

Temos algumas observações a fazer acerca deste algoritmo. Inicialmente,
observe que são dados os conjuntos de ı́ndices base IB0 e não base IN0 . Isto se
deve à nossa conveniência de escrita e implementação. Depois, o vetor custo
reduzido s é calculado pela Definição 12.1.1 em dois passos: primeiro, refe-
renciamos o vetor multiplicador simplex y, o qual se relaciona com a variável
dual; e segundo, o cálculo das coordenadas de s associadas ao conjunto de
ı́ndices não base da iteração corrente é feito usando o vetor multiplicador
simplex ao invés do cálculo de inversão de matrizes, conforme a Definição
12.1.1.

Também, observe que os critérios de parada exibindo uma solução ótima
é devido ao Teorema 12.1.2 e, certificando problema ilimitado, é devido ao
Teorema 12.1.3. Ainda, quando posśıveis, tanto as escolhas para a entrada
na base quanto para a sáıda da base são devidas ao Teorema 12.1.5.

Finalmente, observe que elaboramos uma terceira pergunta:

como atualizar matriz base e solução básica viável?
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A resposta foi imediata: da maneira que se encontra no Algoritmo 12.1.6.
Isto é, trocando na matriz base a coluna Akq pela coluna Ah e resolvendo o
sistema de equações lineares BxB = b. A propósito, note que as variáveis não
básicas são nulas. Dáı, devemos tomar a nova variável não básica xkq igual
a zero. Além disso, atualizamos os conjuntos de ı́ndices base e não base.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 8 agora?
Neste ponto, gostaŕıamos de afirmar que o Algoritmo 12.1.6, define a

nossa estratégia para o desenvolvimento do método simplex (revisado) fase
1 e fase 2.

No próximo caṕıtulo, estudaremos a convergência deste algoritmo, através
de um exemplo, em que fixaremos uma certa escolha para a entrada na base
e para a sáıda da base.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 9 agora?

12.2 Exerćıcios

1. Considere o PPL

minimizar −x1 − 2x2

sujeito a : x1 + 4x2 + x3 = 4
x1 − x2 + x4 = 3

x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

Pede-se:

(a) Defina a matriz A e os vetores b e c.

(b) Forneça uma matriz base B e uma matriz não base N .

(c) Para B e N defina, respectivamente, o conjunto de ı́ndices base
IB e não base IN .

(d) Para esta matriz base B, calcule o vetor custo reduzido.

2. Calcule o vetor custo reduzido do PPL do exerćıcio anterior para a
matriz base dada pela matriz identidade. Verifique que a componente
mais negativa do vetor custo reduzido induz um hiperplano no conjunto
viável com valor da função objetivo igual a -2. Todavia, verifique que
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podeŕıamos ter obtido um novo ponto extremo adjacente, x, com maior
redução do valor da função objetivo, isto é, cT x = −3.

3. Calcule o vetor custo reduzido do PPL do exerćıcio anterior para a
matriz base B obtida pelas primeira e segunda colunas de A. O que
você conclui?

4. Seja o sistema de equações lineares

x1 + x2 + x3 = 4
2x1 + x2 + x4 = 6

x1 + x5 = 3.

Pede-se:

(a) Para

jl ∈ {1, 2}, l ∈ IN = {3, 4}, i ∈ {1, 2, 3} e ki ∈ IB = {1, 2, 5},

verifique que fixados jl = 1 e l = 3 (ou jl = 2 e l = 4),

Bd(l) = Njl

é o mesmo que

Bd(l) = Al.

(b) Calcule d(h) e dq(h), para l = h = 4 e ki = kq = k3 = 5.

5. Considere o PPL

minimizar −x1

sujeito a : x1 − x2 = 2
x1, x2 ≥ 0.

Pede-se:

(a) Resolva graficamente este problema.

(b) Para o conjunto de ı́ndices base IB = {1} e a solução básica viável
x̂ = [2, 0]T , use o Teorema 12.1.3 para concluir que este PPL é
um problema ilimitado.
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6. Considere o sistema

x1 + x2 + x3 = 4
2x1 + x2 + x4 = 6.

Para a matriz

A =

[
1 1 1 0
2 1 0 1

]
,

defina a matriz base

B =

[
1 1
2 0

]
,

e tome v = [1, 1]T . O vetor [1, 2]T (ou [1, 0]T ) pode ser substitúıdo pelo
vetor v? Por quê?

7. Considere o PPL

minimizar x1

sujeito a : x1 + x2 = 2
x1, x2 ≥ 0.

Pede-se:

(a) Resolva graficamente este problema.

(b) Para a solução básica viável x̂ = [2, 0]T , use o Teorema 12.1.5
para concluir que a nova variável x possui cT x ≤ cT x̂. Quem é x?

8. Implemente, em MATLAB ou em OCTAVE, a fase 2 para o PPL do
exerćıcio 1 e para o PPL do exerćıcio 7, através do Algoritmo 12.1.6.
Observe que este algoritmo só é implementável a partir de escolhas
para a entrada na base e para a sáıda da base. Assim, tome decisões
para a fase 1 e tome decisões para as escolhas (o chamado refinamento).
Acredite em você, garota(o)!

9. Faça uma pesquisa (biblioteca é um lugar legal!) da literatura em PL
e compare o método simplex com o método simplex revisado.



Caṕıtulo 13

Método Simplex: algoritmo
fases 1 e 2

Neste caṕıtulo conclúımos o enunciado e a convergência do algoritmo
simplex de duas fases com a regra de Bland.

13.1 Algoritmo fases 1 e 2

Consideremos o PPL (P ). Nesta seção, enunciamos o algoritmo de duas
fases, também, de uma maneira construtiva.

Neste ponto, retiramos o apóstrofo do termo ‘ingênua’, usado no ińıcio do
Caṕıtulo 11, quanto à idéia do método simplex. Isto se dá devido ao fenômeno
denominado ciclagem, que pode ocorrer aplicando o método simplex, quando
existe uma solução básica viável degenerada. A ciclagem consiste em voltar-
mos para a mesma matriz base depois de um certo número de iterações.
Desta forma, o método simplex pode gerar uma seqüência divergente.

Muitos autores afirmaram que a ciclagem dificilmente ocorria em pro-
blemas práticos. Todavia, Goldbarg (página 118 em [19]) deparou-se com
vários exemplos de ciclagem na solução de problemas de particionamento
não ponderado de grande porte.

Beale [7] construiu um exemplo de PPL que cicla, com a utilização do
método simplex, para uma escolha particular para a entrada na base. A
seguir, executaremos o Algoritmo 12.1.6 para o exemplo de Beale (conforme
página 274 em [7]), no formato padrão, escolhendo para a entrada na base o
ı́ndice base com menor custo reduzido. Para a sáıda da base, escolhemos o

99
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menor ı́ndice, quando houver empate para a sáıda.

Exemplo 13.1.1 Verifique ciclagem no exemplo de Beale, a saber:

minimizar −3
4
x1 + 20x2 − 1

2
x3 + 6x4

sujeito a : 1
4
x1 − 8x2 − x3 + 9x4 + x5 = 0

1
2
x1 − 12x2 − 1

2
x3 + 3x4 + x6 = 0

x3 + x7 = 1
x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7 ≥ 0.

Vejamos: a matriz A e os vetores b e c são

A =


1
4

−8 −1 9 1 0 0
1
2
−12 −1

2
3 0 1 0

0 0 1 0 0 0 1

 , b =

 0
0
1

 e c =



−3
4

20
−1

2

6
0
0
0


.

Aplicando o Algoritmo 12.1.6, temos dados a matriz base inicial, o ponto
inicial, os conjuntos de ı́ndices base e não base iniciais, respectivamente,

B0 = I, x0 = [0 0 0 0 0 0 1]T , IB0 = {5, 6, 7} e IN0 = {1, 2, 3, 4}.

Calculando o vetor multiplicador simplex,

BT
0 y = cB0 ⇒ Iy = 0 ⇒ y = 0.

Usamos y = 0 para calcular o vetor custo reduzido, para l ∈ IN0,

s1 = c1 − yT A1 = −3/4, s2 = c2 − yT A2 = 20,

s3 = c3 − yT A3 = −1/2 e s4 = c4 − yT A4 = 6.

Fixamos a escolha do ı́ndice com menor custo reduzido para a entrada na
base, logo, escolhemos h = 1. Calculando o vetor direção,

B0d(h) = Ah ⇒ Id(1) = A1 ⇒ d(1) = [1/4 1/2 0]T .



13.1. ALGORITMO FASES 1 E 2 101

Fixamos, para a sáıda da base, a escolha do menor ı́ndice tal que

min
i=1,2,3

{
x0

ki

di(h)
; di(h) > 0, ki ∈ IB0} = min{

x0
k1

d1(1)
,

x0
k2

d2(1)
} = 0.

Ou seja, kq = k1 = 5. Para atualizar a nova solução básica viável, temos

IB1 = {1, 6, 7} e IN1 = {5, 2, 3, 4},

B1 =


1
4

0 0
1
2

1 0
0 0 1

 ,

logo,

B1x
1
B1

= b ⇒


1
4

0 0
1
2

1 0
0 0 1


 x1

1

x1
6

x1
7

 =

 0
0
1

⇒ x1
B1

=

 0
0
1

 ;

além disso,

x1
kq

= x1
k1

= x1
5 = 0.

Então, x1 = [0 0 0 0 0 0 1]T .
Para as próximas iterações temos:

IB2 = {1, 2, 7}, IB3 = {3, 2, 7}, IB4 = {3, 4, 7},

IB5 = {5, 4, 7} e IB6 = {5, 6, 7} = IB0 ,

para x0 = x1 = . . . = x6. Isto estabelece um ciclo. Quer dizer,

IB7 = IB1 , IB8 = IB2 , . . . , IB12 = IB0 , etc.,

e x0 = x1 = . . . = x12 = . . .. Todavia, a solução ótima para este problema de
Beale é o ponto

x∗ = [1 0 1 0 3/4 0 0]T , com IB∗ = {1, 3, 5}.
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Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 1 agora?
Existem algumas maneiras de escolher uma nova variável básica, isto é,

uma nova coluna na matriz não base N para compor a matriz base B. E,
também, existem algumas maneiras de escolher uma nova variável não básica,
isto é, uma nova coluna em B para compor a matriz N . Todavia, escolhe-
remos uma mesma regra que decide quem entra e quem sai da base. Optamos
por uma escolha objetivando convergência do método simplex, como veremos
adiante e, também, simplicidade de idéia e de implementação. Esta escolha
é conhecida como a regra do menor ı́ndice ou a regra de Bland [9], a saber:

(i) entre todos os candidatos a entrar na base, selecione a variável xh tendo
o menor ı́ndice, isto é, encontre

h = min
l∈IN

{l; sl < 0};

(ii) entre todos os candidatos a sair da base, selecione a variável xkq tendo
o menor ı́ndice, isto é, encontre

kq = min
ki0

∈IBk

{ki0 ;
xk

ki0

di0(h)
= min

i=1,...,m
{

xk
ki

di(h)
; di(h) > 0, ki ∈ IBk

}}.

O elemento dq(h) é denominado pivô. Para o formato original (tabular)
do método simplex, a q-ésima linha é denominada linha pivô e a h-ésima
coluna é denominada coluna pivô.

Finalmente, estabeleceremos o algoritmo simplex revisado fases 1 e 2 para
o PPL (P ) com uma técnica anti-ciclagem, ou seja, com a regra de Bland. Se
necessário, usaremos o Procedimento 11.1.5 para a transição da fase 1 para
a fase 2.

Algoritmo 13.1.2 Simplex Fases 1 e 2.
Fase 1: obtemos uma solução básica viável x0 associada a uma matriz

base inicial B0, um conjunto de ı́ndices base IB0 e um conjunto de
ı́ndices não base IN0, eliminando todas as variáveis artificiais. Caso
contrário, certificamos problema inviável.

k := 0.
REPITA

Calcule o vetor multiplicador simplex y ∈ Rm,
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BT
k y = cBk

.

Calcule o vetor custo reduzido s ∈ Rn tal que,

sl = 0, para todo l ∈ IBk
e

sl = cl − yT Al, para todo l ∈ INk
.

Se s ≥ 0
então xk é uma solução ótima;
senão
Entrada na base: calcule o novo ı́ndice base

h = min
l∈INk

{l; sl < 0}.

Calcule o vetor (direção) d(h) ∈ Rm,

Bkd(h) = Ah.

Se d(h) ≤ 0
então problema ilimitado;
senão

Sáıda da base: calcule o novo ı́ndice não base

kq = min
ki0

∈IBk

{ki0 ;
xk

ki0

di0(h)
= min

i=1,...,m
{

xk
ki

di(h)
; di(h) > 0, ki ∈ IBk

}}.

Atualize os ı́ndices base e não base, respectivamente,

IBk+1
:= IBk

∪ {h} − {kq};

INk+1
:= INk

∪ {kq} − {h}.

Atualize a matriz base
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Bk+1 := Bk + (Ah − Akq)e
T
q ,

onde eq ∈ Rm é um vetor de zeros com valor um na posição
q = 1, . . . ,m.

Novo ponto: calcule a nova solução básica viável xk+1 ∈ Rn,

Bk+1x
k+1
Bk+1

= b;

xk+1
kq

:= 0.

k := k + 1.
ATÉ QUE (s ≥ 0) ou (d(h) ≤ 0).

Atenção: Que tal fazer os exerćıcios 2, 3 e 4 agora?
O próximo resultado garante convergência para o algoritmo simplex. Sua

demonstração pode ser encontrada em Bland [9], página 104 (veja páginas
46 e 47 em [37]).

Teorema 13.1.3 O algoritmo simplex revisado fase 1 e fase 2, com a regra
de Bland, converge.

Demonstração: Sem perda de generalidade considere a fase 2 do algo-
ritmo. Convergência significa verificar otimalidade ou detectar problema
ilimitado. Suponha por contradição que o algoritmo simplex não converge,
isto é, ocorre ciclagem. Uma vez que o algoritmo simplex determina unica-
mente um elemento pivô, o ciclo é bem determinado.

Seja T ⊂ {1, . . . , n} o subconjunto de ı́ndices de todas as variáveis que
entram na base durante o ciclo, isto é, j 6∈ T significa que xj jamais será ou,
sempre será, uma variável básica durante a ciclagem. Considere

t = max{j; j ∈ T}.

Considere uma iteração k̄, com matriz base B̄ e solução básica viável x̄,
tal que At sai da base e Ar entra na base. E, considere uma iteração k̂, com
matriz base B̂ e solução básica viável x̂, tal que At retorna para a base. Logo,
r ∈ T . E, na ciclagem, o valor da função objetivo permanece o mesmo.

Na iteração k̄ denotamos:
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xB̄ = x̄B̄ − B̄−1N̄xN̄

e

cT x = cT x̄ + s̄T
N̄xN̄ ; (13.1)

e na iteração k̂ denotamos:

xB̂ = x̂B̂ − B̂−1N̂xN̂

e

cT x = cT x̂ + ŝT
N̂

xN̂ .

Na ciclagem temos que cT x̂ = cT x̄ e, pelo algoritmo simplex temos que
ŝB̂ = 0. Dáı,

cT x = cT x̂ + ŝT
N̂

xN̂ = cT x̄ + ŝT x,

que deve ser verificada para

xr = λ, xj = 0, j ∈ IN̄ − {r}
e

xki
= x̄ki

− d̄i(r)λ, ki ∈ IB̄, i = 1, . . . ,m,

fornecendo, de (13.1),

cT x = cT x̄ + s̄rλ. (13.2)

Então,

cT x = cT x̄ + ŝT x = cT x̄ + ŝrλ +
m∑

i=1

ŝki
(x̄ki

− d̄i(r)λ). (13.3)

De (13.2) e (13.3),

cT x̄ + s̄rλ = cT x̄ + ŝrλ +
m∑

i=1

ŝki
(x̄ki

− d̄i(r)λ),
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e isolando os termos em λ,

(s̄r − ŝr +
m∑

i=1

ŝki
d̄i(r))λ =

m∑
i=1

ŝki
x̄ki

,

cujo lado direito desta última igualdade é uma constante para qualquer λ.
Logo, esta constante deve ser nula. Dáı,

s̄r − ŝr +
m∑

i=1

ŝki
d̄i(r) = 0. (13.4)

Agora, o nosso racioćınio para o restante desta demonstração se concen-
trará nesta última igualdade. Assim, como Ar entra na base na iteração k̄,
s̄r < 0. E, como Ar não está entrando na base na iteração k̂, então ŝr ≥ 0,
porque pela definição de t e pelo fato de que r ∈ T , conclúımos que r < t
e, também, porque estamos usando a regra de Bland no algoritmo. Ainda,
para que a igualdade (13.4) seja verificada, deve existir α, α = 1, . . . ,m, tal
que ŝkα d̄α(r) > 0. Uma vez que ŝkα 6= 0, Akα está na base na iteração k̄ e
não está na base na iteração k̂. Logo, kα ∈ T e kα ≤ t, para kα ∈ IB̄.

Como At sai da base na iteração k̄ e Ar entra, então d̄i(r) > 0 para ki = t,
i = 1, . . . ,m. Como At retorna à base na iteração k̂, ŝt < 0, logo, ŝtd̄i(r) < 0
para ki = t, i = 1, . . . ,m. Segue-se que kα < t, para kα ∈ IB̄.

Para kα ∈ IB̄, se kα < t, então ŝkα > 0 (ŝkα 6= 0) implicando em d̄α(r) > 0
para que possamos satisfazer ŝkα d̄α(r) > 0. Todas as iterações de k̄ e k̂ estão
associadas a soluções básicas viáveis degeneradas implicando que o valor de
xkα seja o mesmo na base ou fora, isto é, igual a zero. Desta forma, x̄kα = 0
e, como d̄α(r) > 0, então pela regra de Bland Akα deveria deixar a base na
iteração k̄, pois kα < t; contradizendo o fato de que At sai da base na iteração
k̄. Isto finaliza a demonstração.

Podemos concluir, portanto, que o método simplex gera soluções básicas
viáveis (degeneradas, inclusive) pela mudança de uma única coluna da ma-
triz base em cada iteração, com o valor da função objetivo menor ou igual
ao anterior. Usando técnicas anti-ciclagem (existem outras além da regra
de Bland!), o método simplex não repete bases. Como o número de bases
posśıveis é finito, o algoritmo simplex converge.

Para uma implementação prática do método simplex, consulte por exem-
plo, Goldfarb e Reid [20].

No próximo caṕıtulo vamos estudar o método afim-escala, através de um
algoritmo mestre.
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Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 5 agora?

13.2 Exerćıcios

1. Continue o Exemplo 13.1.1, fazendo as contas, para mais cinco iterações.
Isto é, verifique que o algoritmo simplex pode não convergir se não re-
finarmos as nossas escolhas.

2. Implemente, em MATLAB ou em OCTAVE, o algoritmo simplex re-
visado, com a regra de Bland, para o problema de Beale.

3. Implemente, em MATLAB ou em OCTAVE, o algoritmo simplex re-
visado fases 1 e 2, com a regra de Bland, para os seguintes problemas
de PL:

(a) um problema inviável;

(b) um problema que gera uma solução básica viável inicial para a
fase 2, com alguma variável artificial como variável básica; e

(c) um problema ilimitado;

4. Implemente, em MATLAB ou em OCTAVE, o algoritmo simplex re-
visado fases 1 e 2, com a regra de Bland, para o problema da dieta
exemplificado no Caṕıtulo 3.

5. Dada uma excelente implementação do Algoritmo 13.1.2, sob condições
razoáveis de trabalho (energia, digitação dos dados), este algoritmo re-
solve qualquer PPL no formato padrão. Verdadeiro ou falso? Justi-
fique.
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Caṕıtulo 14

Método Afim-Escala: algoritmo
mestre

Continuamos com a etapa de estudarmos alguns métodos para resolver
problemas de PL. O objetivo deste caṕıtulo é enunciar um algoritmo mestre
na tentativa de exprimir algoritmicamente as idéias do método afim-escala
(veja Dikin [15] e [16], Barnes [3] e Vanderbei, Meketon e Freedman [58]). No
próximo caṕıtulo, enunciaremos o algoritmo afim-escala e demonstraremos
sua convergência.

14.1 Algoritmo mestre

Consideremos o PPL primal no formato padrão

(P ) minimizar cT x
sujeito a: Ax = b

x ≥ 0,

onde são dados uma matriz A ∈ Rm×n e vetores b ∈ Rm e c ∈ Rn, com
0 < m < n.

Sem perda de generalidade, conforme Caṕıtulo 2, consideremos a matriz
A de posto completo. Além disso, sem perda de generalidade, conforme
Proposição 10.2.3, supomos que o vetor custo c não está no espaço linha da
matriz tecnológica A, uma vez que o método afim-escala trata com pontos
interiores viáveis.

109
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Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 1 agora?
As hipóteses para este caṕıtulo são:

(H1) O conjunto viável X é limitado.

(H2) O conjunto de pontos interiores viáveis X 0 é não vazio.

(H3) É dado um ponto interior viável inicial x0 ∈ X 0.

A hipótese (H1) é muito forte e não é necessária (vide [59]), mas ela sim-
plifica o processo construtivo que pretendemos desenvolver para o método
afim-escala. As hipóteses (H2) e (H3) são usuais para métodos que geram
uma seqüência de pontos interiores viáveis.

Pelas hipóteses (H1) e (H2), podemos usar o Teorema 10.3.1 e concluir
que o conjunto de soluções ótimas X (P) é não vazio e limitado. Observe,
também, que o vetor do lado direito b é não nulo, porque se X 0 é não vazio,
então o conjunto viável X , para b = 0, é um cone convexo, logo, não é um
conjunto limitado.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 2 agora?
Considere o problema (P ) e suponha (H1) e (H2). A idéia do método

afim-escala baseia-se na idéia de Dikin [15]. Isto é, o método de Dikin con-
siste em caminhar pelo interior de um conjunto poliedral de um PPL (P ),
através de pontos interiores viáveis gerados pela solução de uma seqüência
de subproblemas (Pk), k = 0, 1, . . ., a saber:

(Pk) minimizar cT x
sujeito a: Ax = b

(x− xk)T X−2
k (x− xk) ≤ 1,

onde xk ∈ X 0 é o centro do maior elipsóide simples e Xk = diag(xk).
A seguir vamos enunciar uma proposição que afirma podermos desconside-

rar a restrição x ≥ 0 do problema (Pk). A demonstração pode ser encontrada
na página 175 em [3].

Proposição 14.1.1 Considere xk ∈ X 0 e Xk = diag(xk). Então, o elipsóide

{x ∈ Rn; (x− xk)T X−2
k (x− xk) ≤ 1}
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está contido no ortante não negativo em Rn.

Demonstração: Suponha por absurdo que xj0 < 0 para algum j0, com
j0 = 1, 2, . . . , n. Então, como

n∑
j=1

(xj − xk
j )

2

(xk
j )

2
= (x− xk)T X−2

k (x− xk) ≤ 1,

segue-se que

1 ≥
n∑

j=1

(xj − xk
j )

2

(xk
j )

2
≥

(xj0 − xk
j0

)2

(xk
j0)

2
> 1,

o que é um absurdo. Isto finaliza a demonstração.

Assim, Dikin propõe resolver um PPL por uma seqüência de problemas
de Programação Não Linear.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 3 agora?

A seguir, enunciamos um algoritmo mestre em uma tentativa de exprimir
algoritmicamente as idéias do método de Dikin.

Algoritmo 14.1.2 Mestre.
Dado: x0 é um ponto interior viável inicial, isto é, x0 ∈ X 0.
k := 0.
REPITA

Obtenha xk+1 ∈ X resolvendo o subproblema (Pk).
k := k + 1.

ATÉ QUE ‘convirja’.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 4 agora?

No restante deste caṕıtulo, construiremos o algoritmo afim-escala baseado
neste algoritmo mestre. A hipótese (H3) afirma que x0 ∈ X 0 é dado. Assim,
a nossa pergunta é a seguinte:

como resolver o subproblema (Pk), k = 0, 1, . . .?
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14.2 Resolução de (Pk)

Consideremos o problema de PL (P ). Para o método afim-escala, re-
solvemos o problema (P ) através de uma seqüência de subproblemas (Pk),
k = 0, 1, . . ..

Com o intuito de responder a nossa pergunta de como resolver o subpro-
blema (Pk), k = 0, 1, . . ., enunciamos o seguinte resultado, cuja demonstração
pode ser encontrada na página 35 em [23].

Proposição 14.2.1 Suponha que c ∈ Rn não está no espaço linha de A.
Então, o problema

minimizar cT h
sujeito a: Ah = 0

‖h‖ ≤ 1,

possui a solução,

ĥ = − cp

‖cp‖
,

onde cp é o vetor c projetado no espaço nulo da matriz A.

Demonstração: Por hipótese, ‖cp‖ > 0. Pela Proposição 7.1.2, c = cp+cp̃,
onde cp ∈ N (A) e cp̃ ∈ R(AT ) é ortogonal ao espaço nulo de A. Para
qualquer vetor unitário h em N (A), cT h = cT

p h porque cT
p̃ h = 0. Dáı, usando

a desigualdade de Cauchy-Schwarz e ‖h‖ = 1,

|cT h| = |cT
p h| ≤ ‖cp‖‖h‖ = ‖cp‖,

que pela definição de valor absoluto, é equivalente a

−‖cp‖ ≤ cT h ≤ ‖cp‖.

Logo, para o problema de minimização, a solução é:

ĥ = − cp

‖cp‖
,

finalizando a demonstração.
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Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 5 agora?
Responderemos a nossa pergunta de como resolver o subproblema (Pk),

k = 0, 1, . . ., com a próxima proposição, cuja demonstração pode ser encon-
trada nas páginas 19 a 22 em [39].

Proposição 14.2.2 Suponha que c ∈ Rn não está no espaço linha de A.
Então, o problema (Pk), k = 0, 1, . . ., possui a solução

x̂ = Xk(e−
PĀc̄

‖PĀc̄‖
),

onde xk ∈ X 0, Xk = diag(xk), c̄ = Xkc, Ā = AXk e PĀ é a matriz de
projeção no espaço nulo de Ā.

Demonstração: Considere o problema (Pk), k = 0, 1, . . .. Fazendo uma
mudança de escala

x = Xkx̄,

onde Xk = diag(xk) e x̄ ∈ Rn, transformamos o elipsóide com centro em xk

em uma bola com centro no ponto e = [1, 1, . . . , 1]T ∈ Rn, porque o ponto
xk = Xke. Ou seja, substituindo x = Xkx̄ no problema (Pk), obtemos o
seguinte problema de Programação Não Linear:

(P̄k) minimizar c̄T x̄
sujeito a: Āx̄ = b

‖x̄− e‖ ≤ 1,

onde c̄ = Xkc, Ā = AXk e x̄ ∈ Rn, pois

cT x = cT (Xkx̄) = (Xkc)
T x̄ = c̄T x̄,

b = Ax = A(Xkx̄) = (AXk)x̄ = Āx̄,

(x− xk)T X−2
k (x− xk) ≤ 1

(Xkx̄−Xke)
T X−2

k (Xkx̄−Xke) ≤ 1

(Xk(x̄− e))T X−2
k (Xk(x̄− e)) ≤ 1

(x̄− e)T XkX
−2
k Xk(x̄− e) ≤ 1
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(x̄− e)T (x̄− e) = ‖x̄− e‖2 ≤ 1 ⇒ ‖x̄− e‖ ≤ 1.

Temos que o problema (P̄k) é o problema (Pk) com uma mudança de escala
definida por X−1

k , que minimiza o valor de uma função linear na interseção
do hiperplano {x̄ ∈ Rn; Āx̄ = b} e da bola centrada no vetor de uns e ∈ Rn.
Segue-se que o vetor e é um ponto interior viável para o subproblema (P̄k),
k = 0, 1, . . ., pois

Āe = (AXk)e = A(Xke) = Axk = b e ‖e− e‖ = 0 ≤ 1.

Tomando uma direção qualquer h = x̄− e, conforme Proposição 8.2.3(a),
obtemos

c̄T x̄ = c̄T (e + h) = c̄T e + c̄T h,

b = Āx̄ = Ā(e + h) = Āe + Āh = b + Āh ⇒ Āh = 0,

‖x̄− e‖ ≤ 1 ⇒ ‖h‖ ≤ 1.

Dáı, uma vez que c̄T e é uma constante, obtemos o problema

minimizar c̄T h
sujeito a: Āh = 0

‖h‖ ≤ 1,

cuja solução é

ĥ = − PĀc̄

‖PĀc̄‖
,

conforme Proposição 14.2.1.
Então,

x̄ = e + ĥ = e− PĀc̄

‖PĀc̄‖
,

é a solução para (P̄k). Finalmente, a solução para o problema (Pk) é obtida
reescalando a solução em (P̄k),

x̂ = Xkx̄ = Xk(e−
PĀc̄

‖PĀc̄‖
).



14.2. RESOLUÇÃO DE (PK) 115

Isto finaliza a demonstração.
Esta proposição esclarece os termos ‘afim’ e ‘escala’. Ou seja, a idéia

de Dikin para resolver o problema original (P ), é resolver uma seqüência de
subproblemas (Pk), k = 0, 1, . . .. Resolver (Pk) significa fazer uma mudança
de escala para transformar elipsóide em bola através de uma transformação
afim.

Conforme Proposição 14.2.1 e Proposição 8.2.3(a), minimizar uma função
linear em uma bola unitária interseção com restrições de igualdade é tomar
uma direção no espaço afim (neste caso, o termo afim é posterior aos trabalhos
de Dikin, designado para métodos de pontos interiores tipo Gonzaga - veja
Todd em [56]) definido por Ax = b, através de uma direção de descida no
espaço nulo de A.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 6 agora?
Uma vez que o subproblema (Pk), k = 0, 1, . . ., está definido para o

maior elipsóide simples, isto é, tangente aos eixos coordenados no primeiro
ortante, devemos descartar a possibilidade de obtermos uma solução neste
subproblema com alguma coordenada nula, tal que esta solução não seja
uma solução ótima para o problema (P ). Descartaremos esta possibilidade
no próximo teorema, cuja demonstração pode ser encontrada nas páginas 116
e 117 em [52].

Teorema 14.2.3 Considere x∗ uma solução ótima para o subproblema (Pk),
qualquer que seja k, k = 0, 1, . . .. Se x∗j = 0 para algum j, j = 1, 2, . . . , n,
então x∗ resolve o problema (P ).

Demonstração: Fixe arbitrariamente k, k = 0, 1, . . ., e considere o sub-
problema (Pk). Suponha x∗ uma solução ótima para (Pk) tal que x∗j = 0
para algum j, j = 1, 2, . . . , n. Pela definição de matriz de projeção e das
mudanças de escala c̄ = Xkc e Ā = AXk, para Xk = diag(xk) com xk ∈ X 0,
temos que

PĀc̄ = (I − ĀT (ĀĀT )−1Ā)c̄

PĀc̄ = (I − (AXk)
T (AXk(AXk)

T )−1AXk)Xkc

PĀc̄ = (I −XkA
T (AX2

kAT )−1AXk)Xkc

PĀc̄ = Xkc−XkA
T (AX2

kAT )−1AX2
kc
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PĀc̄ = Xk(c− AT (AX2
kAT )−1AX2

kc).

Tomando

y = (AX2
kAT )−1AX2

kc e s = c− AT y,

obtemos

PĀc̄ = Xks.

Então, usando a Proposição 14.3.2,

x∗ = Xk(e−
PĀc̄

‖PĀc̄‖
) = Xk(e−

Xks

‖Xks‖
) = Xke−

X2
ks

‖Xks‖
.

Portanto,

x∗ = xk − X2
ks

‖Xks‖
.

Assim, usando a hipótese,

0 = x∗j = xk
j −

(xk
j )

2sj

‖Xks‖
.

Então, xk
j sj = ‖Xks‖. Dáı, xk

i si = 0 para todo i 6= j. Como xk
i > 0 pela

definição de Xk, obtemos si = 0 para todo i 6= j. Logo, s ≥ 0. Tomando y
uma solução dual com s uma folga dual viável, isto é

s = c− AT y e s ≥ 0

e, usando a condição de folga complementar (x∗)T s = 0, segue-se pelo Teo-
rema 10.1.4 que x∗ é uma solução ótima para o problema primal (P ). Isto
finaliza a demonstração.

Agora estamos prontos para enunciar alguns algoritmos da famı́lia afim-
escala. É o que faremos no próximo caṕıtulo.

Atenção: Que tal fazer o exerćıcio 7 agora?
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14.3 Exerćıcios

1. Considere o PPL no formato padrão

minimizar x1 + x2 + x3

sujeito a : x1 + x2 + x3 = 3
x1, x2, x3 ≥ 0.

Encontre o conjunto viável e o conjunto de soluções ótimas. Verifique
que o vetor custo está no espaço linha da matriz tecnológica.

2. Desenhe o conjunto viável para cada um dos problemas de PL, a saber:

(a)
min x1

s. a : x1 − x2 = 2
x1, x2 ≥ 0.

(b)
min x1 − x3

s. a : x1 + x2 + x3 = 3
x3 = 3

x1, x2, x3 ≥ 0.

(c)
min x1

s. a : x1 − x2 = 0
x1, x2 ≥ 0.

(d)
min x1 + x2 + x3

s. a : x1 + x2 + x3 = 3
x3 = 1

x1, x2, x3 ≥ 0.

Por que não trataremos estes problemas para suas resoluções através
do método afim-escala? Observe que no item (c), justificar sua resposta
pelo fato de que o vetor do lado direito é nulo está correto, mas lembre-
se de que isto é uma conseqüência das hipóteses (H1) e (H2). Já no
item (d), observe que a solução do problema é trivial se supormos um
ponto interior viável conhecido.
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3. Desenhe a região viável para o problema de Programação Não Linear

min x1 − 2x2

s. a : x1 + x2 = 2
(x1−1,5)2

(1,5)2
+ (x2−0,5)2

(0,5)2
≤ 1.

4. Resolva graficamente o PPL

min x1

s. a : x1 + x2 = 2
x1, x2 ≥ 0,

pelo algoritmo mestre, tomando x0 = [1, 5, 0, 5]T ∈ R2 e um critério
de parada arbitrário.

5. Resolva o problema

min x1 − 2x2

s. a : x1 + x2 = 0
x2

1 + x2
2 ≤ 1.

6. Resolva o problema

min x1 − 2x2

s. a : x1 + x2 = 2
(x1−1,5)2

(1,5)2
+ (x2−0,5)2

(0,5)2
≤ 1.

Aqui xk = [1, 5, 0, 5]T ∈ R2. Assim, quem é Xk, X−1
k e X−2

k ?

7. Resolva o problema

min x2

s. a : x1 = 1
x1, x2 ≥ 0.

através do subproblema (Pk), para k = 0, tal que xk = x0 = [1, 1]T .
Qual é a solução ótima para o problema (P0)? E para o problema
original?



Referências Bibliográficas
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