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Capitulo 1

Um Pouco da Historia

Introduziremos a Programagao Linear (PL) nos trés primeiros capitulos.
O que faremos neste caminho, entao, serd reescrever o que ja existe na lite-
ratura, comentando alguns resultados que julgamos serem importantes para
a construcao da historia da PL, definindo o problema de PL e modelando
problema(s) de Programagao Linear (PPL). Iniciamos descrevendo um pouco
da histéria da Programagao Linear.

A PL poderia ter sido iniciada em torno de 1758 quando os economis-
tas comecaram a descrever sistemas economicos em termos matemaéticos.
Também, Walras propos em 1874 um sofisticado modelo matemético que
tinha como parte da sua estrutura coeficientes tecnoldgicos fixados.

O famoso matematico Fourier parece ter sido o primeiro a estudar de-
sigualdades lineares para a Mecanica e para a Teoria das Probabilidades.
Ele estava interessado em encontrar o ponto minimo em um poliedro. Ele
sugeriu uma solucao por uma descida de vértice em vértice para um minimo,
que ¢é o principio por tras do método simplex desenvolvido por Dantzig. Este
¢ provavelmente o primeiro exemplo, datado de 1826, de um problema de
PL. Mais tarde, em 1911, outro matematico famoso, Poussin, considerou o
mesmo problema e propos uma solugao similar. Veja pagina 21 em Dantzig
[14].

Em 1939, o matematico e economista Kantorovich, formulou e resolveu
um problema de PL tratando com organizacao e planejamento de producao.
Devido a guerra fria entre os Estados Unidos da América e a entao Uniao
Soviética, este trabalho ficou desconhecido para o Ocidente durante uns vinte
anos.

A literatura matematica continha intimeros artigos concernentes a técnicas
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para resolver sistemas de equacoes lineares. Por outro lado, o estudo de sis-
temas de desigualdades lineares nao despertava interesse até o advento da
Teoria dos Jogos em 1944 e de PL em 1947.

O problema geral de PL foi primeiramente desenvolvido e aplicado em
1947 por Dantzig, Wood e seus associados no Departamento da Forca Aérea
dos Estados Unidos. Este grupo foi solicitado para pesquisar a viabilidade
em aplicar a Matematica e técnicas relacionadas para os problemas de plane-
jamento e programagcao militar. Mais tarde, em outubro de 1948, este grupo
recebeu o titulo oficial de Projeto SCOOP (Scientific Computation of Op-
timum Programs). O artigo fundamental circulou confidencialmente por al-
guns anos e foi publicado por Dantzig [13] em 1951.

A influéncia da Segunda Guerra Mundial foi decisiva para o surgimento da
PL e seu posterior desenvolvimento. Haviam necessidades (planejar, trans-
portar) e financiamentos (o Projeto SCOOP; o desenvolvimento dos com-
putadores; a Conferéncia de Chicago em 1949, onde matematicos, economis-
tas e estatisticos de institui¢oes académicas e de varias agéncias governamen-
tais apresentaram trabalhos usando PL).

Em Teoria da Computagao, um algoritmo é considerado eficiente quando
o seu numero de passos for limitado polinomialmente, conforme Edmonds
[17] e Cobham [12] (a distingao entre algoritmos polinomiais e exponenciais
ja havia sido sugerida por von Neumann [60]). Em 1972, Klee e Minty [31]
construiram um exemplo para estabelecer a nao polinomialidade do algoritmo
simplex para um certo critério de escolha para a entrada na base. A partir
dai, vérios outros exemplos inviabilizaram novos critérios de escolha (veja
Shamir [53]). Algoritmos do tipo elipséide foram introduzidos por Shor [54]
e Yudin e Nemirovskii [63] para Programagao Convexa. Em 1979 e 1980,
Khachiyan [29] e [30], respectivamente, utilizou o método dos elipséides para
o problema de viabilidade de PL com dados inteiros. Khachiyan definiu o
numero L e mostrou que seu algoritmo resolve o PPL em tempo polinomial.
Todavia, no final da década de 70, convivemos com um fato curioso em PL:
por um lado, o método simplex com complexidade exponencial, mas que
funciona bem na pratica e, por outro lado, o método dos elipséides com
complexidade polinomial, mas que funciona mal na pratica.

Em 1984, Karmarkar [28] publicou seu algoritmo de pontos interiores
baixando a complexidade em relacao ao método de Khachiyan. Ele obteve
um limite para o nimero de iteragdes de O(nL) e um nimero de operagoes a-
ritméticas por iteragao de O(n*%), totalizando O(n°L) operagoes aritméticas.
A trajetdria central foi inicialmente estudada por Bayer e Lagarias [4] e



Megiddo [40]. Em 1986, Renegar [51] provou que o método de centros de
Huard escrito em termos da fungao barreira logaritmica é polinomial para
problemas de PL, se o problema de minimizacao auxiliar é tratado pelo
método de Newton (Veja Nesterov [47]). Renegar obteve um limite de com-
plexidade de O(y/nL) iteragoes, mas com complexidade total igual & de Kar-
markar. Em 1987, Gonzaga [22] e Vaidya [57] obtiveram simultaneamente
algoritmos com a complexidade de O(n®L), onde o primeiro desenvolve um
algoritmo que usa uma funcao de penalidade do tipo barreira logaritmica e, o
segundo, seguindo a mesma metodologia de Renegar. Em 1999, Anstreicher
[1] obteve a complexidade de O((n?/In(n))L).

Os algoritmos de ponto-interior-invidvel primais-duais para PL sao con-
siderados os algoritmos de pontos interiores mais eficientes na prética (veja
Lustig, Marsten e Shanno [34] e, veja também, Marsten, Subramanian, Saltz-
man, Lustig e Shanno [38]). Kojima, Megiddo e Mizuno [32] provaram a
convergéncia de um algoritmo primal-dual de ponto-interior-inviavel para
PL. Zhang [64] demonstrou convergéncia polinomial em O(n?L) iteragoes
detectando inviabilidade para uma determinada regiao. Mizuno [43] de-
monstrou O(n%L) para o algoritmo de Kojima, Megiddo e Mizuno e desen-
volveu uma variante deste obtendo O(nL) iteragoes. Ambos algoritmos de-
tectam inviabilidade para uma determinada regiao. A variante de Mizuno foi
um algoritmo preditor-corretor. Quase simultaneamente, Potra [48] obteve
a mesma complexidade em iteragdes. Ainda, Potra [49] demonstrou con-
vergéncia quadrética e O(y/nL) iteragdes sob determinadas condigdes para o
ponto inicial. Ye, Todd e Mizuno [62] desenvolveram um método homogéneo
e auto-dual para PL, que possui O(y/nL) itera¢oes para uma formulacao ar-
tificial do problema de PL. Todavia, no momento, a menor complexidade em
iteragoes para a formulagao nao artificial é O(nL). Supondo viabilidade dual,
Ye [61] obtém O(y/nL) iteragoes para métodos de reducao potencial combi-
nando fases 1 e 2 e Menezes e Gonzaga [42] obtém a mesma complexidade
relacionando parametros de viabilidade e otimalidade com passos curtos.

Uma experiéncia para resolver um PPL com 837 restricoes e 12.753.313
variaveis pode ser encontrada no artigo de Bixby, Gregory, Lustig, Marsten e
Shanno [8], os quais tratam com um algoritmo hibrido ponto interior/simplex,
especifico para um problema que aparece no planejamento de tripulagao
aérea. De fato, este trabalho fornece uma alternativa relevante no trata-
mento de PPL de grande porte.

No proximo capitulo definiremos o problema de Programacao Linear, o
qual é o problema que nos propomos estudar.
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Capitulo 2

O Problema

Continuamos com a nossa introducao a Programacao Linear. Nosso ob-
jetivo aqui é definir o problema de PL. Em particular, definimos o PPL na
forma padrao, no sentido de que qualquer PPL pode ser convertido para este
formato.

2.1 O problema no formato padrao

A Otimizacao pode ser vista como uma area da Matemdtica Aplicada,
em Matematica; ou uma area da Pesquisa Operacional, em Engenharias; ou
uma area da Matemética Computacional, em Computacao. Independente-
mente da area, notamos que a Otimizacao é uma sub-area interdisciplinar e
importante.

O problema de Otimizacao consiste em encontrar, se possivel, os mini-
mizadores (ou os maximizadores) de uma fun¢ao definida em uma determi-
nada regiao.

Consideremos os niimeros inteiros m e n tais que n > m > 0. Dados uma
matriz numérica com coeficientes reais A, m x n, e vetores b € R™ e ¢ € R",
o problema de Programacao Linear no formato padrao é o seguinte problema
de Otimizacao, usualmente denominado problema primal:

(P) minimizar  c'x
sugeito a: Ax =b
z > 0.

Seguem-se algumas definigoes associadas ao problema (P).

9



10 CAPITULO 2. O PROBLEMA
Defini¢ao 2.1.1 Considere o PPL (P).
(a) A funcao linear x — c''x é chamada funcgao objetivo.

(b) O conjunto

X ={re R Ax =b,x > 0}

¢ chamado conjunto vidvel e um ponto x € X € denominado ponto
vidvel.

(¢) O conjunto {x € R*;x > 0} € chamado conjunto de pontos interiores
e um ponto deste conjunto é denominado ponto interior. O conjunto
XY ={x € X;z > 0} é chamado conjunto de pontos interiores vidveis
e um ponto x € X° é denominado ponto interior vidvel.

(d) Quando existe, o nimero v(P) = min{c'z;x € X} é denominado o
valor otimo ou custo otimo. O conjunto

X(P)={r € X;c"z =v(P)}

¢ chamado conjunto de solugées dtimas e um ponto v € X(P) € de-
nominado solucao otima ou minimizador ou ponto de minimo.

(e) O problema (P) chama-se problema ilimitado, quando existe uma se-

qiiéncia (%) tal que 2% € X e cT'a* — —o0, quando k — oo.

(f) O problema (P) chama-se problema invidvel, quando X € vazio.

Podemos interpretar o PPL (P) da seguinte maneira: dados uma matriz
tecnolégica com numeros reais A, m x n, um vetor do lado direito b € R™ e
um vetor custo ¢ € R"™, encontrar, se existir, um (e nao ‘o’) vetor de varidveis
de decisao x* € X tal que

c'r* = min{c’r;2 € X}.
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Atencao: Que tal fazer o exercicio 1 agora?

Geralmente, pretendemos resolver um PPL no formato do problema (P).
Isto é, o primeiro grupo de restricoes envolve somente igualdades e todas as
variaveis do modelo sdo nao negativas. Além disso, queremos minimizar o
valor da funcao objetivo.

Neste sentido, como reduzir um PPL qualquer para o formato padrao?
A resposta vem a seguir, iniciando com uma proposi¢ao, cuja demonstragao
pode ser encontrada nas paginas 67 e 68 em [11].

Proposicao 2.1.2 Seja C' um conjunto vidvel de um PPL que possui alguma
solucao otima. Entao,

max{c’'z;r € C} = —min{—c'z;z € C}.
Demonstragao: Seja x* € C' uma solu¢ao 6tima do problema

max{c’ z;x € C}.
Para todo x € C temos: pela definicao de z*, max{c'z} = cTz* > Tz, que
é equivalente a, —c'z > —cl'z* = min{—c’x}. Portanto, para todo z € C,
max{clz} = —min{—c’z}, finalizando a demonstracao. |
Na ocorréncia de

maxrimizar x

sujeito a: r e X,
podemos usar a proposicao anterior assim,
. . . T
minimizar ——c'x
sujeito a: xr € X.

Observe que, caso exista solucao 6tima, dito z* € X, o valor 6timo sera
max{c’x;r € X} = —min{—c’z;z € X}, pois c'z* = —(—cT'z*).

Atencgao: Que tal fazer o exercicio 2(a) agora?
Considere ¢ = 1,...,m. Na ocorréncia de desigualdades do tipo

n n
> aijz; <biou Y agw; > b,

J=1 Jj=1

basta tomarmos x,,; > 0 tal que
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n n
DT+ Ty = by 0w Y agxy — Tpyy = b,
=1 =1
respectivamente. Dizemos que z,; é uma variavel de folga, quando adi-
cionada na restrigao e, variavel de excesso, quando subtraida na restrigao.

Atencgao: Que tal fazer o exercicio 2(b) agora?
Por outro lado, considere j = 1,...,n. Na ocorréncia de variaveis livres,
quer dizer, sem restricao de sinal, isto é,

ZEjGR,

basta realizarmos uma mudanca de variaveis definindo,
Tj=x;—x;comT; >0ex; >0.

Atencgao: Que tal fazer o exercicio 2(c) agora?
Ainda, considere j = 1,...,n. Sejam dados ntimeros reais [; e u;, com
l; # 0. Na ocorréncia de variaveis do tipo

Z;j Zl] ou x; SUJ‘,

podemos considerar x; > l; ou x; < u; como restrigoes do tipo > ou <,
respectivamente. Assim, aumentamos o nimero de restrigoes m para m—+ 2n
e o numero de varidveis de n para 3n. Como uma segunda alternativa,
podemos definir z; por Z; +1;, para z; > 0 e x; < u; como restri¢oes do tipo
<. Assim, aumentamos o numero de restricoes m para m + n e o numero de
variaveis de n para 2n. Ainda, paraz; > ;e x; <wu;com j#1i,i=1,...,n,
podemos definir

ZL’j:Zf'j—f—lj, ijOexi:ui—fi, IL_'ZZO
Assim, mantemos o nimero de restrigoes e varidveis e alteramos o vetor do
lado direito. Finalmente, se tivermos
l; <z <wy, isto &, x; > 1 e x; <y,

existem técnicas eficientes para a resolucao de problemas de PL com estas
restrigdes denominadas restri¢oes tipo caixa (veja Bazaraa, Jarvis e Sherali
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[5]). Todavia, neste ultimo caso (paran ”pequeno” ), podemos usar a primeira
ou a segunda alternativas.
Note que nao consideramos desigualdades estritas.

Atencao: Que tal fazer os exercicios 2 e 3 agora?

Sem perda de generalidade, supomos posto(A) = m; isto é, a matriz A
possui m linhas (ou colunas) linearmente independentes, e dizemos que A
possui posto completo. Com efeito, se as linhas da matriz A sao linearmente
dependentes, entao (P) é invidvel ou as equagoes lineares redundantes podem
ser removidas sequencialmente até a matriz resultante ter posto completo
(posto maximo).

Além disso, se A é uma matriz nula e b é um vetor nulo, o posto de A é
igual a zero que é menor do que m. Neste caso, minimizar o valor de uma
funcao objetivo sujeito ao primeiro ortante (quadrante no R?, octante no R3,
etc.), possui o vetor nulo como uma solugdo, quando o vetor ¢ > 0, ou caso
contrario, trata-se de um problema ilimitado. Se b # 0 (para A nula), entao
trata-se de um problema inviavel.

Atencao: Que tal fazer os exercicios 4 e 5 agora?

A propédsito, quando um problema de Otimizacao é um problema de PL?
Quando as fungdes envolvidas (a fungao objetivo e as restrigoes do problema)
sao afins (lineares) e continuas.

No préximo capitulo introduziremos o processo de modelagem em PL, que
evidenciara a relevancia pratica para o estudo dos métodos e dos algoritmos
para resolver PPL.

Atencao: Que tal fazer os exercicios 6 e 7 agora?

2.2 Exercicios

1. Para o problema

S. a: x1t+x9 =2
T, xy =0,

identifique:
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(a) a matriz tecnoldgica A, 1 x 2, o vetor do lado direito b € R e o
vetor custo ¢ € R?; e

(b) a fungao objetivo; os conjuntos: vidvel, de pontos interiores, de
pontos interiores viaveis e de solugoes 6timas; alguns pontos: viaveis,
interiores, interiores viaveis e a solugao 6tima; e o valor 6timo.

2. Colocar os seguintes problemas de PL no formato padrao:

(a)
marimizar i
sujeito a: T+ Ty =2
xy, Ty 20,

minmimaizar I

sujeito a: x1 + a9 <2
T t+wxy 21
T1, I Z 0.

minimizar T,
sujeitoa: T+ T2 =2.

mintmizar Iy
sujeito a: 1+ To =2
x> —1, 22 <0.

mazximizar /2x, — Ty
sujeito a:  x1 + 0,005 + 23 < 3000
To — X3 2 1
ZL‘QZO, 0,1§$3§8

3. Considere o PPL do item (c) do exercicio anterior. Quantas varidveis
vocé obteve para o formato padrao? Vocé consegue ficar com apenas
trés? Se sim, como? Senao, tente! Observe que para n variaveis livres,
sempre podemos realizar uma mudanca de variaveis de tal maneira que
obtemos n + 1 varidveis nao negativas, ao invés de 2n, por exemplo.
Dependendo da situacao, isto pode ser vantajoso computacionalmente.
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4. Sejam dados a matriz A, 2 x 3, e os vetores b € R? e ¢ € R?, a saber:

Pede-se:

(a) Qual é o posto da matriz A7 A tem posto completo?

(b) Considere o PPL no formato padrao definido por A, b e ¢. Este
problema é um problema invidvel ou as equacoes lineares redun-
dantes podem ser removidas seqiiencialmente até a matriz resul-
tante ter posto completo? Justifique.

(c) Considere a questdo do item anterior. E se b = [2,2]7?

5. Considere o PPL (P) com posto(A) = m. Verifique que a hipé6tese
n > m > 0 nao é restritiva para o problema (P). Quer dizer, verifique
que: se m = n, o sistema de equagoes lineares possui uma tinica solugao
z. Se & > 0, entdo & é a unica solu¢do 6tima para o problema (P).
Sendo, (P) é um problema inviavel.

6. Quais dos seguintes problemas de Otimizacao sao problemas de PL?
Justifique.

(a)
mintmiLzar \/5.1'3
sujeitoa: w1 —xo+ w3 <1
) S 0.

minimizar log(x; + 1)
sujeito a: x+ 215 =2
T1, T2 > 0.

minimizar —xi
sujeitoa: T3 —x9 =0
r1, w2 €{0,1}.
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7. (Pagina 12 em [18]) Considere o seguinte problema de Otimizacao:

minimizar ||
sujeitoa: w1+ 10 =7
i) Z 0.

Converta este problema de Programacao Nao Linear, nao diferenciavel,
para um PPL no formato padrao, usando a seguinte sugestao: para
qualquer nimero real x, pode-se encontrar u, v > 0, tais que |z| = u+v
e x =u—v. A propésito, os valores de u e v sao Unicos.



Capitulo 3

Sobre a Modelagem

Neste capitulo, finalizaremos a nossa introducao a PL. Nosso objetivo
aqui ¢ introduzir o processo de modelagem para PPL, em contraposi¢ao ao
uso apenas da experiéncia e do bom senso. Neste capitulo nao estamos
interessados em resolver problemas de PL.

Citamos os primeiro e segundo capitulos do livro de Goldbarg e Luna [19]
como uma boa referéncia para o estudo de modelagem.

Os responsaveis pela tomada de decisoes nos mais variados campos da
atividade humana defrontam-se com a necessidade de resolver algum pro-
blema especifico de Otimizacao. O primeiro passo fundamental é a for-
mulacao, que consiste em traduzir a realidade empirica para o estabeleci-
mento do modelo matematico. No entanto, a correspondéncia entre sistema
real e modelo formal esta longe de ser perfeita: a traducao estd sujeita a
erros, simplificacoes e falhas de comunicagao. Também, nao existem técnicas
precisas capazes de permitir o estabelecimento do modelo de um problema.
Para consegui-lo, é importante a nossa capacidade de analise e sintese. O
proximo passo ¢ a deducao do modelo, isto é, analisa-lo e resolvé-lo através
de algoritmos especificos. Sua solugao, atenta aos métodos numéricos em
Computacao, sugere uma tomada de decisao. Para a sua sustentacao, recor-
remos ao proximo passo que € a interpretacao de uma solucao do modelo
para uma solucao do sistema real. Neste ponto, o uso da experiéncia e do
bom senso é de significativa relevancia. Se o modelo nao for validado, ele
deve ser reformulado, e assim por diante. Este é o processo de modelagem
(veja Ravindran, Phillips e Solberg [50]).

Considerando o processo de modelagem, estudaremos neste capitulo o
passo da formulagao.

17
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A seguir vamos enunciar um problema da dieta. O problema da dieta é
famoso na literatura da PL porque ele foi o primeiro problema econoémico
resolvido, em principio como teste, apés o advento da disciplina PL (veja
Namen e Bornstein [45]).

3.1 Um problema da dieta

Nesta secao, estudaremos um problema da dieta em nutricao de rumi-
nantes para Programacao Linear. Para uma abordagem em Programacao
Nao Linear, veja Menezes e Vieira [41].

Vamos separar esta secao em duas subsecoes: o problema pratico e o
modelo matematico.

3.1.1 O problema

Suponhamos que fomos convidados para resolver o problema de minimizar
o custo de uma dieta para vacas leiteiras em lactagao para uma produgao de
leite de 20kg/dia por vaca.

Um cientista em nutricao de ruminantes! sugere que, para uma boa dieta,
a vaca em lactagao deve consumir feno, silagem de milho, fub4, farelo de soja
e mistura mineral.

Para cada quilo de feno, temos em média 50g de proteina, 1,2Mcal de
energia, 750g de fibra, 10g de célcio e 1g de fosforo. Para cada quilo de
silagem de milho, temos em média 30g de proteina, 1,5Mcal de energia, 600g
de fibra, 6g de calcio e 1g de fésforo. Para cada quilo de fuba, temos em
média 90g de proteina, 2,8Mcal de energia, 90g de fibra, 0,9g de célcio e
0,2g de fésforo. Para cada quilo de farelo de soja, temos em média 450g de
proteina, 2,5Mcal de energia, 150g de fibra, 3,2g de célcio e 1,6g de fésforo.
Para cada quilo de mistura mineral, temos em média Og de proteina, OMcal
de energia, Og de fibra, 320g de calcio e 160g de fdésforo.

Além disso, para uma boa dieta, a vaca em lactacao deve possuir na sua
alimentacao pelo menos 2240g/dia de proteina, pelo menos 24Mcal/dia de
energia, pelo menos 6000g/dia de fibra e no minimo 64g/dia e no méaximo
160g/dia de célcio e fésforo.

10s dados que se seguem foram fornecidos pelo colega zootecnista Ricardo Vieira,
quando no Instituto Melon, através de uma comunicagao telefonica.
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O preco médio do quilo de feno, silagem de milho, fubd, farelo de soja e
mistura mineral sao, respectivamente, 35 centavos, 30 centavos, 20 centavos,
28 centavos e 60 centavos.

3.1.2 O modelo

Uma vez que ja dissemos nao haver regras precisas para o processo de
modelagem, sugerimos uma tentativa de encontrar inicialmente as variaveis
de decisao. E, finalmente, sugerimos verificar as unidades de grandeza de
cada dado, logo, das variaveis de decisao também.

Neste caso, definimos z;, j = 1,2,...,5, as varidveis de decisao que pre-
tendemos encontrar, se existir, a saber:

x; : quantidade em quilogramas por dia do j-ésimo alimento para cada vaca.

Quer dizer, em quilogramas, para j = 1 temos a quantidade do alimento feno,
para j = 2 temos a quantidade do alimento silagem de milho, para j = 3
temos a quantidade do alimento fubd, para j = 4 temos a quantidade do
alimento farelo de soja e para j = 5 temos a quantidade do alimento mistura
mineral.

Aqui, o nosso objetivo é minimizar o custo da compra dos alimentos, a
saber:

0,35x1 + 0, 30x4 + 0, 2023 + 0, 2874 + 0, 60x5.

Nosso objetivo de minimizacao estd sujeito a algumas restrigoes. Sabemos
que cada quilo de feno fornece 10g de célcio, cada quilo de silagem de milho
fornece 6g de calcio, cada quilo de fuba fornece 0,9g de célcio, cada quilo de
farelo de soja fornece 3,2g de calcio e cada quilo de mistura mineral fornece
320g de calcio. Assim, temos que x; quilos de feno, xs quilos de silagem de
milho, z3 quilos de fubd, x4 quilos de farelo de soja e x5 quilos de mistura
mineral fornecerao conjuntamente 10x; + 65 + 0,9z3 + 3, 24 + 32025g/dia
de célcio, um total que deve atender o minimo desejado de 64g/dia de cdlcio
e 0 maximo desejado de 160g/dia de cdlcio. Desta forma, podemos construir
duas inequagoes, a saber:

1021 + 629 + 0,923 + 3, 224 + 32025 > 64



20 CAPITULO 3. SOBRE A MODELAGEM

1021 4 629 4+ 0,925 + 3, 224 + 32025 < 160.

Da mesma maneira, obtemos as seguintes desigualdades:

50z + 30z + 9023 + 45024 > 2240
1,221 + 1,529 + 2,873 + 2, 5z, > 24
750z + 600x2 + 903 + 15024 > 6000
T+ To + O, 2]}3 + 1, 6I4 + 160.135 > 64
Tr1+ o+ O, 2[[‘3 -+ ]_, 61’4 + 160%5 S 160.

Finalmente, compramos os alimentos ou nao. Quer dizer, nao podemos
ter quantidades negativas de alimentos. Entao,

z; >0, j=1,2,...,5.

Portanto, o nosso modelo matematico que tenta traduzir uma particular
realidade na dieta de vacas leiteiras em lactacao com uma produgao de leite
de 20kg/dia por vaca com um gasto minimo na compra dos alimentos, é dado
pelo PPL

minimizar 0,35z + 0,302 4+ 0,20z3 + 0, 2824 + 0, 60x5

sujeito a: 501 + 3029 4+ 90235 + 450z, > 2240
1,221 4+ 1,529 4+ 2,8x3 + 2,514 > 24
750z + 60029 4+ 9023 + 15024 > 6000
10I1 + 6$2 + 0, 91’3 + 3, 2I4 + 320LL’5 Z 64
10.171 + 61’2 + O, 95(73 + 3, 21’4 + 3201’5 S 160
T + ) + 0, 2[1)3 + 1, 6ZE4 + 1601‘5 Z 64
1+ 29+ 0,223+ 1,624 + 16025 < 160
T1, Lo, T3, T4, T > 0.

No préximo capitulo caracterizaremos o conjunto viavel como um con-
junto poliedral, iniciando uma segunda etapa: os fundamentos da PL. Assim,
neste momento, estamos finalizando a etapa introdutoria.

3.2 Exercicios

1. (Pagina 399 em [10]) A companhia Sovina de Investimentos possui
seis milhoes de reais, quantia esta que devera ser aplicada em 5 tipos de
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investimentos, sendo que os retornos anuais para cada investimento sao:
investimento 1 (I1), 10%; investimento 2 (12), 8%; investimento 3 (I3),
6%; investimento 4 (14), 5%; investimento 5 (I5), 9%. O gerente desta
companhia deseja diversificar os investimentos para obter o maximo
rendimento possivel. Dado o elemento de risco envolvido, o gerente
restringiu a quantia aplicada em I1 a nao mais que a quantia total
aplicada em 13, 14 e I5 (em conjunto). A soma da quantia total aplicada
em [2 e I5 deve ser pelo menos igual a quantia aplicada em 3. O 12
deve estar limitado a um nivel que nao exceda a quantia aplicada em
4. E preciso determinar a alocagao 6tima de investimento entre as
cinco categorias, de forma que o retorno ao final do ano seja 0 maximo
possivel. Formular somente o problema.

2. (Pagina 400 em [10]) A companhia ZigZag possui fabricas em Cam-
pinas e Belo Horizonte (BH). Esta companhia produz e distribui com-
putadores a comerciantes de varias cidades. Numa determinada se-
mana, a companhia possui: 30 unidades em Campinas e 40 unidades em
BH. Nesta mesma semana, esta companhia deve atender os pedidos dos
comerciantes das seguintes cidades: 20 unidades para Sao Paulo (SP),
25 unidades para o Rio de Janeiro (RJ) e 25 unidades para Vitéria.
O problema consiste em distribuir as méquinas aos comerciantes de
forma a atender os pedidos a um custo minimo de transporte. Os cus-
tos unitarios de transporte em reais sao: 9 de Campinas para SP, 16
de Campinas para RJ, 25 de Campinas para Vitoria, 27 de BH para
SP, 22 de BH para RJ e 21 de BH para Vitéria. Qualquer quantidade
fracionaria é aceitdvel. Formular somente o problema.

3. (Pagina 77 em [11]) Numa determinada regiao, o problema da polui-
¢ao atmosférica tornou-se critico devido a emissao do poluente SO,
por um certo nimero n de fabricas. Este poluente é liberado pela
queima de m combustiveis para a producao da energia necessaria. Cada
fabrica j necessita diariamente e; unidades de energia. Cada tonelada
do combustivel ¢, cujo custo ¢ ¢;, produz a;; unidades de energia e emite
pi; unidades do poluente, quando utilizada na fabrica j. Deseja-se que
a emissao diaria do poluente para a regiao nao exceda « unidades.
Por uma questao de eqiiidade na distribuicao dos custos da poluicao, é
importante assegurar adicionalmente que o custo da unidade de energia
produzida seja o mesmo para as n fabricas. Pretende-se minimizar o
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custo total de energia para as n fabricas. Formular o problema como
um problema de PL.

. (Pagina 12 em [18]) Uma empresa chamada CHIPCO produz dois

tipos de chips de meméria para computadores. O preco unitario de
venda sao 15 reais para o chip 1 e 25 reais para o chip 2. Para pro-
duzir cada chip 1, investe-se 3 homens-hora de trabalho especializado,
2 homens-hora de trabalho nao especializado e 1 unidade de matéria-
prima por semana. Para produzir cada chip 2, investe-se 4 homens-hora
de trabalho especializado, 3 homens-hora de trabalho nao especializado
e 2 unidades de matéria-prima por semana. A empresa viabiliza 100
homens-hora de trabalho especializado, 70 homens-hora de trabalho
nao especializado e 30 unidades de matéria-prima semanais. O con-
trato de venda assinado obriga a producao semanal de pelo menos 3
unidades do chip 2 e qualquer quantidade fracionaria é aceitavel. For-
mular o problema para que a empresa obtenha lucro maximo.

. (Paginas 70 e 71 em [19]) A Viagao Aérea Brasileira esta estudando

a compra de trés tipos de avioes: Boeing 717 para as pontes aéreas de
curta distancia, Boeing 737-500 para voos domésticos e internacionais
de média distancia e MD-11 para voos internacionais de longa distancia.
Em um estudo preliminar, considerou-se que a capacidade maxima dos
avioes a serem comprados serd sempre preenchida para efeito de plane-
jamento. Os dados de planejamento sao: um aviao do tipo Boeing 717
custa 5,1 milhoes de ddlares, tem uma receita tedrica de 330 milhoes de
dolares e a empresa deve ter 30 pilotos aptos; um aviao do tipo Boeing
737-500 custa 3,6 milhoes de délares, tem uma receita teérica de 300
milhoes de délares e a empresa deve ter 20 pilotos aptos; e um aviao do
tipo MD-11 custa 6,8 milhoes de délares, tem uma receita tedrica de
420 milhoes de ddlares e a empresa deve ter 10 pilotos aptos. A verba
disponivel para as compras é de 220 milhoes de délares. Os pilotos
de MD-11 podem pilotar todos os avides da empresa, mas os demais
pilotos s6 podem ser escalados as aeronaves a que foram habilitados.
Cada aeronave necessita de dois pilotos para operar. As oficinas de
manutencao podem acomodar até 40 Boeings 717. Um Boeing 737-500
equivale, em esforgo de manutengao, a 3/4, e um MD-11 a 5/3, quando
referidos ao Boeing 717. Formular um modelo de PL para o problema
de otimizar as aquisi¢oes de avioes.



Capitulo 4

Poliedros e o Conjunto Viavel

Aqui e nos proximos seis capitulos, trataremos do estudo dos fundamen-
tos da PL. O que faremos neste caminho, entao, sera reescrever o que ja
existe na literatura, dando uma primeira olhada no conjunto viavel como
um poliedro e, em seguida, caracterizando-o como um conjunto poliedral
com um numero finito de pontos extremos e com pelo menos um ponto ex-
tremo quando nao vazio, enunciando e demonstrando o Teorema Fundamen-
tal da PL, definindo o problema dual, enunciando e demonstrando o Lema
de Farkas para, em seguida, enunciar e demonstrar o Teorema de Dualidade
e, finalmente, definindo o problema primal-dual associando-o as condic¢oes de
otimalidade para um PPL.

Iniciamos o nosso intuito com alguns resultados de convexidade. Nosso
objetivo aqui é demonstrar que poliedros sao conjuntos convexos e fechados
e que o conjunto viavel é um poliedro.

4.1 Poliedros

Iniciamos o nosso proposito definindo combinagoes lineares e, em seguida,
definindo conjuntos convexos e demonstrando que a intersecao finita de con-
vexos é um conjunto convexo.

Definicao 4.1.1 Sejam dados q vetores x*,z2,... 27 € R".

(a) Dizemos que x € R™ é uma combinagdo linear de x', 22, ..., 29 € R",
quando existem q escalares Ai, Aa, ..., Ay € R tais que

23
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r = \z! +/\2x2+...—|—/\qxq;

(b) dizemos que x € R" é uma combinagao linear afim, ou simplesmente
combinacao afim, de x*,22,...,29 € R™, quando x é uma combinacdo
linear e

)\1+)\2+...+)\q:1;

e

(c) dizemos que x € R™ é uma combinacao linear convera, ou simples-
mente combinacdo conveza, de x*, x> ..., 29 € R", quando x é uma
combinagao linear afim e

At A, A €[0,1].

Atencao: Que tal fazer o exercicio 1 agora?

Definicao 4.1.2 Seja S um subconjunto de R™.

(a) Dizemos que S € um conjunto afim, quando todas as combinagdes afins
de quaisquer dois pontos de S pertencem a S; e

(b) dizemos que S € um conjunto convero, quando todas as combinagoes
convexas de quaisquer dois pontos de S pertencem a S.

Atencgao: Que tal fazer o exercicio 2 agora?

Agora estamos prontos para demonstrar que a interse¢ao (no nosso caso,
finita) de conjuntos convexos é um conjunto convexo. A demonstracio da
proposigao a seguir pode ser encontrada na pagina 90 em [27].

Proposicao 4.1.3 Suponha que Si,Ss,...,S; sao subconjuntos convezos de
R". Entao,

S=5nNSn...NS,

€ um conjunto convexo.
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Demonstracao: Se a intersecao é vazia, entao S é convexo porque nao
existe par de pontos no conjunto vazio. Caso contrario, fixemos arbitrari-
amente r!' 2% € S. Tomemos A\, Ay € [0,1] com A\; + Xy = 1. Considere

i = 1,2,...,q. Uma vez que z',2% € S, segue-se pela definicio de in-

tersegao de conjuntos que z',x*> € S;, para cada i. Logo, para cada i,
r = Mat + Ma? € S, pela convexidade de S;. Segue-se, novamente pela
definicao de intersecao de conjuntos, que x € S. Pela arbitrariedade de

!, 2?2 € S, S é um conjunto convexo. Isto finaliza a demonstracao. |

Atencao: Que tal fazer o exercicio 3 agora?

Neste ponto vamos definir um vetor que é fundamental para o estudo da
PL.

Definigao 4.1.4 Seja S um subconjunto convexo de R™. Um ponto x em S
¢ denominado ponto extremo de S, quando x nao é uma combinacao linear
conveza de quaisquer dois outros pontos distintos em S.

Atencao: Que tal fazer o exercicio 4 agora?
Agora vamos definir bolas: bola aberta e bola fechada. E, também, con-
junto limitado.

Definicao 4.1.5 Considere um vetor & € R™ e um numero real positivo t.

(a) A bola aberta de centro T e raio t € o conjunto dos pontos x € R" cuja
distancia ao ponto T € menor do que t, isto €,

B(z,t) = {x € R |jx — 7|| < t}.

(b) A bola fechada de centro T e raio t € o conjunto dos pontos v € R"
cuja distancia ao ponto & € menor do que ou tqual a t, isto €,

Blz,1] = {x € R"; [l — z|| < t}.

(¢) Dizemos que um conjunto S, S C R", € limitado, quando eziste um
escalar I' > 0, tal que ||z|| < T para todo x € S.
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Atencao: Que tal fazer o exercicio 5 agora?
O proximo passo sera definir conjunto fechado e demonstrar que a in-
tersec@o (no nosso caso, finita) de conjuntos fechados é um conjunto fechado.

Definicao 4.1.6 Seja S um subconjunto de R™.

(a) Um ponto T € R™ chama-se ponto de acumula¢ao do conjunto S,
quando toda bola aberta de centro T possui algum ponto de S, dife-
rente de . QOu seja, para todo € > 0, deve existir x € S tal que
0<l|lz—2| <e;

(b) um ponto T € R" diz-se aderente a um conjunto S, quando € limite de
uma seqiéncia de pontos desse conjunto;

(¢) o conjunto dos pontos aderentes a S chama-se o fecho de S, denotado

por fecho(S);

(d) um conjunto S chama-se fechado, quando possui todos os seus pontos
aderentes, isto é, selima* = 7 e 2% € S para todo k € N, entdo ¥ € S;
e

(e) um conjunto S chama-se compacto, quando S € limitado e fechado.

Atencao: Que tal fazer o exercicio 6 agora?
A demonstracao da proposicao a seguir pode ser encontrada na péagina
40 em [33].

Proposicao 4.1.7 Suponha que S1,Ss, ..., S, sao subconjuntos fechados de
R™. Entao,

S=5NSnN...NS,
¢ um conjunto fechado.

Demonstracao: Se a intersecao é vazia, entao S é fechado porque o con-
junto vazio possui zero pontos aderentes. Caso contrario, dado um ponto
Z aderente a S, devemos demonstrar que z € S. Com efeito, considere-
mos ¢ = 1,2,...,q e suponhamos T aderente a S. Por hipdtese, existe uma
seqiiéncia (z%), 2% € S, para todo k € N, tal que limaz* = z. Para todo
k € N, uma vez que z* € S, segue-se pela definicio de S, que z* € S;, para
todo i. Dai, z é aderente para cada S;. Para todo i, uma vez que 5; é fechado
segue-se que T € 5;. Pela definicao de intersecao de conjuntos, z € S. Isto
finaliza a demonstracao. |
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Atencao: Que tal fazer o exercicio 7 agora?

Afinal, o que sao poliedros? A seguir, definimos poliedro como um
poliedro convexo fechado, conforme [27].

Definicao 4.1.8 Sejam dados um vetor nao nulo a € R", denominado vetor
normal, e um escalar § € R.

(a) O conjunto
H={x€R"a"r=4}
€ denominado um hiperplano;

(b) os conjuntos

H =A{z¢ R a'z < o}

H,={r € R"a"z > §}

sao denominados semiespacos fechados; e

(¢) um poliedro convezo fechado ou, simplesmente, poliedro, é um conjunto
formado pela intersecao de um niumero finito de semiespacos fechados.

Pela defini¢ao de poliedro, observamos que o conjunto vazio é um poliedro.

Atencao: Que tal fazer o exercicio 8 agora?
A seguir definiremos um poliedro em particular, ou seja, um politopo.

Definicao 4.1.9 Seja S um subconjunto de R"™. Dizemos que um conjunto
S € um politopo, quando S € um poliedro limitado.
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Atencao: Que tal fazer o exercicio 9 agora?
Agora estamos prontos para demonstrar que um poliedro é um conjunto
convexo e fechado.

Proposigcao 4.1.10 Seja S um subconjunto de R"™. Se S € um poliedro,
entao S é um conjunto convexo e fechado.

Demonstracao: Suponha S um poliedro. Por definicao, S é a intersecao
de um ndmero finito de semiespacos fechados. Sem perda de generalidade,
supomos que estes semiespacos fechados sao da forma H;. Assim, vamos
demonstrar que o semiespaco fechado H; é convexo. Com efeito, fixando
arbitrariamente x',2? € H; e tomando A, Ay € [0,1] tal que A\; + Ay = 1,
segue-se pela definicao de H;, que

CLT()\1ZL‘1 + )\21’2) = )\16LTZL‘1 + )\gaTxQ S )\15 + /\25 = ).

Logo, pela arbitrariedade de z',2?> € H; , concluimos que H; é convexo.

Agora, como S é o conjunto intersecao de um nimero finito de conjuntos
convexos da forma H;, segue-se pela Proposicao 4.1.3 que S é convexo. Fi-
nalmente, pela definicao de S, uma vez que cada semiespaco fechado é fechado
(veja pagina 39 em [6]), segue-se pela Proposi¢ao 4.1.6 que S é fechado. Isto
finaliza a demonstracao. |

Atencao: Que tal fazer o exercicio 10 agora?
Finalmente, vamos demonstrar que o conjunto viavel de um PPL é um
poliedro.

Proposigao 4.1.11 Considere o PPL (P). O conjunto de solugdes vidveis
X € um poliedro, convexo e fechado.

Demonstracao: Usando a Proposicao 4.1.10, basta-nos demonstrar que X
¢ um poliedro. Por definicao, X é o conjunto intersecao de 2m+n semiespacos
fechados. Portanto, X é um poliedro. Isto finaliza a demonstracao. |

No préximo capitulo caracterizaremos definitivamente o conjunto viavel
de um PPL.

Atencao: Que tal fazer o exercicio 11 agora?
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4.2 Exercicios

1.

Considere z = [2,1]7. Encontre uma de suas combinagoes lineares,
uma de suas combinagoes afins e uma de suas combinagoes convexas.

Sejam dados os subconjuntos do R?, a saber:

Sl = @, SQ = {(1,0)T}, Sg = {iL‘ € Rz;.’l?l +£E2 = 2}

54 = {33' € 53;1'1,]]2 2 O}

Representar graficamente os conjuntos que sao:

(a) conjuntos afins; e

(b) conjuntos convexos.

Dé um contra-exemplo para demonstrar que a reuniao finita de con-
juntos convexos nao ¢ um conjunto convexo.

Desenhe conjuntos com zero, um, dois e uma infinidade de pontos ex-
tremos.

Dé um exemplo de uma bola aberta e de uma bola fechada na reta R.

Dé um exemplo de um conjunto fechado que nao é um conjunto com-
pacto e dé um outro exemplo de um conjunto compacto.

Sejam dados os subconjuntos do R?, a saber:

Sl = {27 € RZ;.Tl,xQ > 0} e SQ = {.ZL’ c RQ;JJI — Ty = 1}
Pede-se: representar graficamente os conjuntos fechados Sy, S5 e S1N.S5.

Considere a = [—1, —1]T e § = 2. Represente graficamente os conjuntos
H, H, e H,. Além disso, defina dois poliedros distintos e represente-os
graficamente.

Dé um exemplo de um politopo e dé um exemplo de um poliedro que
nao é um politopo.
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10. Todo hiperplano é um conjunto convexo e fechado? Demonstre ou dé
um contra-exemplo.

11. Uma reta qualquer no k% é um conjunto poliedral, convexo e fechado.
Intuitivamente falando, vocé acha que o conjunto vidavel de um PPL
pode ser uma reta? Justifique.



Capitulo 5

Caracterizacao do Conjunto
Viavel

Continuamos com o nosso estudo dos fundamentos da PL. Nosso objetivo
aqui é caracterizar o conjunto viavel como um poliedro com pelo menos um
ponto extremo quando nao vazio.

5.1 Solucao basica viavel

Neste ponto, vamos reescrever a definicao de ponto extremo de uma
maneira, digamos, mais operacional.

Definicao 5.1.1 Sejam dados uma matriz A, m xn, 0 < m < n, e um
vetor b em R™. Considere um sistema de equagoes lineares Ax = b, tal que
posto(A) = m.

(a) Uma matriz quadrada B, m x m, obtida de A, com m vetores coluna
linearmente independentes denomina-se matriz base de A ou base de
A. Uma matriz N, m x (n —m), obtida de A, com os n —m vetores
coluna restantes denomina-se matriz nao base.

(b) Considere uma matriz base B, mxm. O conjunto de indices correspon-
dentes a esta matriz base B, no sistema Ax = b, chama-se conjunto
de indices base. O conjunto com os demais n — m indices chama-se
congunto de indices nao base. Denotamos o conjunto de indices base
por Ig e o conjunto de indices nao base por Iy.
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(c) Considere uma matriz base B, m x m. As varidveis correspondentes a
esta matriz base B, no sistema Ax = b, chamam-se varidveis basicas.
As demais n — m varidveis chamam-se varidveis nao bdsicas. Deno-
tamos o vetor de varidveis bdsicas por xg e o vetor de varidveis nao
basicas por x .

(d) Anulando as n —m varidveis nao bdsicas, obtemos um sistema com-
pativel determinado, constituido de m equagoes e m incognitas. De-
terminando o valor das varidveis bdsicas, obtemos uma solucao basica.
Ou seja, x € R™ é uma solucao bdsica, quando xy =0 e xpg € a solugao
do sistema linear Bxp = b.

(e) Uma solugdo bdsica onde as varidveis bdsicas sao nao negativas deno-
mina-se solucao bdasica vidvel.

(f) Uma solugdo bdsica vidvel onde existe ao menos uma varidvel bdsica
nula denomina-se solucao basica viavel degenerada.

Por conveniéncia, suponhamos que z1,...,x,, sao as variaveis basicas,
coordenadas de xp, € Ty, 11, .., T, SA0 as variaveis nao basicas, coordenadas
de xy. Para a resolucao do sistema Ax = b buscamos exprimir xg em fungao
de xy, a saber:

Ar=b= Bxp+ Nxy=b= 25 =B 'b— B 'Nzxy.

Para xy = 0, x5 = B~'b, e x é6 uma solucao bésica. Se x5 = B~'b > 0, para
xy = 0, entao = é uma solugao basica viavel.

Atencao: Que tal fazer os exercicios 1, 2 e 3 agora?

Se demonstrarmos que para um PPL um ponto extremo é uma solugao
bésica viavel e vice-versa, entao obteremos uma caracterizagao para pon-
tos extremos mais operacional. E o que faremos no préximo teorema, cuja
demonstragao pode ser encontrada nas paginas 31, 32 e 33 em [2].

Teorema 5.1.2 Considere o PPL (P). Um ponto vidvel x € X € ponto
extremo se, e somente se, © € uma solucao bdsica vidvel.

Demonstracao:



5.1. SOLUCAO BASICA VIAVEL 33

(=) Aqui vamos demonstrar que se z é um ponto extremo entdo x é
uma solugao bésica viavel (sbv). Suponhamos, entao, que x é um ponto ex-
tremo de X. Se x é o vetor nulo, entao como a matriz A tem posto completo,
segue-se que x ¢ uma sbv para alguma matriz base de A. Sem perda de ge-
neralidade, suponhamos que as primeiras ¢ componentes de x sao positivas.
Pela viabilidade de =, para 7 = 1,...,¢, z; > 0 e Az +... + Az, = 0,
onde A; é a j-ésima coluna da matriz A. Para demonstrar que x é uma sbv,
devemos mostrar que os vetores A, ..., A,, associados as componentes posi-
tivas de z, sdo linearmente independentes (/7). Suponhamos, por contradicao,
que estes vetores sao linearmente dependentes, isto é, existem numeros A;,

j=1,...,q, nao todos nulos, tais que
q
j=1
Selecionando
. Z; .
oc=min{— N\ #0, j=1,...,¢},

A1
podemos escolher €, 0 < € < o, tal que z; +€e)\; > 0 e z; —e)\; > 0, para
j=1,...,q. Assim, definimos 2! e 2% por

l=x+ed>0ea?=2—e\>0, (5.2)

onde A = [Ar,..., A, 0...,0/T. Segue-se pela defini¢ao de A e por (5.1), que
AN = 0. Logo, pela linearidade de A, Az! = b e Az? = b, de tal maneira
que, usando (5.2), 1, 2% € X e tanto x! quanto 22 sdo diferentes de x. Além
disso, * = (z' + 2%)/2, isto é, x é uma combinacao convexa de dois outros
pontos distintos, contradizendo o fato de que x é um ponto extremo. Logo,
Ay, ..., Ay sao vetores li e, portanto, se  é um ponto extremo de X, x é uma
sbv de X. Isto finaliza a primeira parte da demonstragao.

(«<=) Aqui vamos demonstrar que se x é uma sbv entdao x é um ponto
extremo. Suponhamos, entao, que x é uma sbv de X'. Se necessario, rearran-
jando suas componentes,

r=[r1,...,2m,0,...,0, (5.3)
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uma vez que x é uma sbv. Além disso, pela viabilidade de =, x > 0 e

Az = Bxp =0, (5.4)
onde B é a matriz base, obtida das m primeiras colunas de A. Se

r=(z' +2%)/2€ X

para dois pontos quaisquer x!, 22 € X, segue-se por (5.3) que as m primeiras
componentes de ! e z? sao nao negativas e as n — m componentes restantes
sao iguais a zero. Pelo fato de B ser uma matriz base, o sistema (5.4) possui
uma unica solucao, logo, * = ! = 22, Portanto, z é um ponto extremo de
X. Isto finaliza a demonstracao. |

Assim, podemos calcular pontos extremos através do calculo de solugoes
basicas viaveis. Além disso, devemos observar que a correspondéncia entre
pontos extremos e solugoes basicas vidveis nao é em geral um-a-um.

Atencgao: Que tal fazer o exercicio 4 agora?

O numero de pontos extremos em qualquer conjunto viavel de um PPL
é finito? A resposta é sim, e demonstraremos isto agora mesmo. Esta de-
monstragao pode ser encontrada na pagina 107 em [11].

Corolario 5.1.3 Considere o PPL (P). O conjunto de solugdes vidveis tem
um numero finito de pontos extremos.

Demonstragao: Uma vez que posto(A) = m < n, dos n vetores coluna de

A, existem no maximo
no\ n!
m | ml(n —m)!

conjuntos de m vetores linearmente independentes, o que significa no maximo
combinagoes de n tomados m a m solugoes bésicas. Por defini¢ao, o nimero
de solugoes basicas viaveis é menor do que ou igual ao nimero de solugoes
basicas. Logo, usando o teorema anterior, segue-se que existe um ntmero
finito de pontos extremos do conjunto viavel X', finalizando a demonstracao.
|
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Atencao: Que tal fazer o exercicio 5 agora?
Na proxima se¢ao formalizaremos a geomeria do conjunto viavel de um

PPL.

5.2 A caracterizacao de X

Nesta secao, caracterizamos o conjunto viavel X de um PPL através da
formalizacao de sua geometria: X é um poliedro com um nimero finito de
pontos extremos e, quando nao vazio, possui ao menos um ponto extremo.

O proximo resultado langa as bases para a demonstragao de existéncia de
pontos extremos em um conjunto viavel de um PPL. A demonstracao deste
teorema pode ser encontrada nas paginas 108 e 109 em [11].

Teorema 5.2.1 Considere o PPL (P). Todo ponto vidvel x pode ser escrito
como uma combinacao linear convexa

x=pBi+(1-B)7 0<B<1,

onde & € ponto extremo de X e € X.

Demonstragio: Sem perda de generalidade, sejaz = (1, ...,2,,0...,0)7,
um ponto de X, cujas g primeiras componentes sao positivas. Demons-
traremos o teorema usando inducao finita em gq.

Para ¢ = 0: como posto(A) = m, podemos sempre encontrar uma base a
qual seja possivel associar a solucao basica viavel x, ou seja, pelo Teorema
5.1.2, o ponto extremo z. Temos, entao, r = & com 3 = 1.

Para ¢ > 0: vamos admitir que ja tenhamos demonstrado o teorema
para o caso em que z possui no maximo ¢ — 1 componentes positivas. De-
monstremos agora que podemos estender esta afirmacao para o caso em que
x possua ¢ componentes positivas. Consideremos dois casos.

(i) Ay,..., A, sdo linearmente independentes: neste caso necessariamente
g < m e podemos, entao, se necessario, adicionar as colunas Ay, ..., A,,
m — q colunas de A formando uma base. Para esta base podemos
associar a solugao basica viavel x, ou seja, pelo Teorema 5.1.2, o ponto
extremo x. Temos, entao, novamente = & com ( = 1.
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(i) Ay,..., A, sdolinearmente dependentes: por definigao, existem nimeros
AL, ..., Ag, nao todos nulos, tais que
q
> AN =0.
j=1

Assim, como na demonstragao do Teorema 5.1.2, podemos definir

r! + 22
2 )
onde ! =z +o e X eax?=2—0)cC X, onde

(5.5)

Tr =

azmln{ﬁ;)\j%(), j=1...,q} = —
j

A=A, 2, 0..., 0.

Digamos que A\, < 0, isto é, 0 = —xi/A. A outra situagao, isto é,
i > 0, é andloga. Temos, entdo, para a k-ésima componente de x!,

$,1€:ka+0>\k:$k—%)\k:0.
Ak

Como
1_ .1 — 1
Ty =Ty =...=x, =0,

z! tem no méximo ¢ — 1 componentes positivas. De acordo com a
hipdtese de indugao, temos,

' =ai+(1-a)7, 0<a<l, (5.6)

onde & é ponto extremo de X e & € X. Substituindo (5.5) em (5.6),

ai + (1 — a)z + 22
2
2—a,l—a_ 1

2
> Gt T2

a
= —a
2
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Fazendo

N 1—a7+ 1
T = T x
2 —« 2—a

temos que T € X, porque X é convexo e ¥ é combinacao linear convexa

de dois pontos vidveis Z e 22, uma vez que

l—« 1 l—« 1
=1 _— 0,1].
2—a 2—a« ¢ 2—04’2—046[’]

Finalmente, fazendo # = «//2, podemos, entao, escrever

onde T é ponto extremo de X e z € X.

Assim, supondo a hipétese verdadeira para ¢ — 1 componentes positivas
foi possivel demonstra-la para g componentes positivas. Como a hipdtese é
verdadeira para ¢ = 0, finalizamos a demonstracao. |

Atencao: Que tal fazer o exercicio 6 agora?
O proximo resultado caracteriza o conjunto viavel de um PPL, forma-
lizando assim, a sua geometria.

Corolario 5.2.2 Considere o PPL (P). O conjunto vidvel X é um poliedro
e, quando ndao vazio, possui ao menos um ponto extremo. Além disso, o
numero de pontos extremos € finito.

Demonstracao: Pela Proposicao 4.1.11, X é um poliedro, pelo Corolério
5.1.3, o numero de pontos extremos ¢ finito e, usando o teorema anterior,
X possui ao menos um ponto extremo, quando nao vazio. Isto finaliza a
demonstracao. |

No préximo capitulo estudaremos o conjunto de solugoes 6timas de um

PPL. Além disso, enunciaremos e demonstraremos o Teorema Fundamental
da PL.

Atencao: Que tal fazer o exercicio 7 agora?
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5.3 Exercicios

1. Considere

111 3
AZ[OM] eb:[1]'
Desenvolva Ax = b objetivando isolar xg, para alguma base B.

2. Considere o sistema de desigualdades

Ty S 2

i) S 3
T+ T2 < 3
3.%'1 + 31’2 < 9

r1 20, x>0.

Transforme as desigualdades “menor do que ou igual a” em igualdades.
A partir daf, defina uma matriz A e um vetor b € R*. Defina uma
matriz base B associada a matriz A. Pede-se, para a base que voceé
escolheu, se existir:

(a) o conjunto de indices base e o conjunto de indices nao base;
(b) as variaveis basicas e as varidveis nao basicas;

(c) a solugao bésica;

(d) a solugao bésica viavel; e

(e) a solugao bésica viavel degenerada.

3. Desenhe o conjunto vidvel no R? do exercicio anterior e identifique as
sete solucoes basicas viaveis degeneradas. Tire conclusoes sobre o seu
desenho. Em seguida, desenhe o conjunto vidvel em R® para o PPL

min -

S. a: 1+ X2+ T3+ x4 =4
0,8$1+$2+2JJ3+$5 =4
x1, T2, x3, Ty, x3 =0,

e identifique as quatro solucoes bésicas viaveis degeneradas. Refute
a conclusao de que sempre existem restricoes redundantes em uma
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solucao basica viavel degenerada. Observe que neste ultimo problema
de PL, n —m = 3 > 2 (veja pagina 86 em [21]).

4. Considere o PPL

nminimizar T, — T

sujeito a:  x1 + To <3
T S 2
i) S 3

T1, X9 Z 0.

Pede-se:

(a) coloque o PPL no formato padrao;

(b) verifique que todos os pontos extremos sao soluc¢oes basicas vidveis
e vice-versa; e

(c) verifique que o nimero de pontos extremos é menor do que ou
igual ao numero de solugoes basicas viaveis. Por qué?

5. Considere o PPL do exercicio anterior. Pede-se:

(a) quais s@o as solugbes bésicas e as solugoes basicas vidveis; e
(b) quantas sdo as solugoes bésicas e as solugoes basicas viaveis.
6. Considere o PPL do exercicio anterior. Represente os pontos abaixo

como combinacao linear convexa de pelo menos um ponto extremo e
algum outro ponto viavel.

(a) = =[1,1)%;
(b) z=10,0"; e

7. Encontre um poliedro, convexo, fechado e nao vazio, tal que um con-
junto viavel de qualquer PPL nao pode assumir. Por qué?
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Capitulo 6

Caracterizacao do Conjunto de
Solucoes Otimas

Continuamos com o nosso estudo dos fundamentos da PL. Nosso objetivo
aqui é caracterizar o conjunto de solucoes 6timas como um poliedro que,
quando nao vazio, possui uma tnica ou uma infinidade de solucoes 6timas.
Quando o conjunto de solugoes 6timas é vazio, vimos no Capitulo 2 que o
problema de PL pode ser ilimitado ou invidvel.

Inicialmente, enunciamos e demonstramos o Teorema Fundamental da PL
para, em seguida, formalizar a geometria do conjunto de solugoes 6timas.

6.1 O Teorema Fundamental da PL

Os dois ultimos capitulos nos auxiliam para a demonstracao e para o en-
tendimento geométrico deste teorema. Assim, estamos prontos para enunciar
e demonstrar o Teorema Fundamental da PL, cuja demonstracao pode ser
encontrada na pégina 111 em [11].

Teorema 6.1.1 Considere o PPL (P). Se (P) admite solu¢do étima, entdo
uma solu¢ao otima € atingida em ao menos um ponto extremo do conjunto
vidvel.

Demonstracao: Seja x* uma solugdo étima do PPL (P). Pelo Teorema
5.2.1, podemos escrever

=0+ (1-0)7,0<p<1,

41
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onde Z é um ponto extremo de X e ¥ € X. Pela linearidade da fungao
objetivo,

drr=cBi+(1—-p)7) =pBcs+ (1 - p) .

Como x* é uma solucao 6tima, ¢’ z* < ¢I'Z. Substituindo esta desigualdade
na ultima igualdade,

cl'a* > Bcls + (1 - B)cla”

Dai resulta Bcfz* > Bc¢'%, ou seja, como 3 > 0,

o>z

Mas como z* é uma solugao 6tima,

o <z
Das duas tltimas desigualdades resulta ¢’ z* = ¢’'2. Evidentemente, podemos
ter x* = Z, isto é, z* é ponto extremo. Caso tenhamos, no entanto, x* # z,

existe mais de uma solugao 6tima entre as quais se encontra ao menos um
ponto extremo, isto é . Isto finaliza a demonstracao. |

Atencgao: Que tal fazer o exercicio 1 agora?
Na préxima segao formalizaremos a geometria do conjunto de solugoes
6timas de um PPL.

6.2 A caracterizacao de X'(P)

Nesta secao, caracterizamos o conjunto de solugoes 6timas X' (P) através
da formalizagdo de sua geometria: quando nao vazio, X'(P) é um poliedro
que possui uma Unica ou uma infinidade de solucoes 6timas.

Iniciamos o nosso propdsito com o seguinte resultado.

Teorema 6.2.1 Considere o PPL (P). Cada combinagdo linear conveza de
solugoes otimas € por sua vez também uma solugao otima.

Demonstragao: Sejam xz',... x9 solugoes 6timas do PPL (P). Seja o
ponto z* € R™ uma combinacao linear convexa qualquer de 2%, k =1,...,q.
Isto é,
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q q
x*:Zakxk, Zakzl, a, >0, k=1,...,q.
k=1 k=1

Entdao, z* > 0 e, usando a linearidade de A e a viabilidade de z!,..., 29,
Ax* =b. Entao, x* € X. Por outro lado,

T,

q
'xt =" ()" apa®) = anc’zt + .+ e
k=1
Uma vez que z', ..., 29 sdo solucoes Gtimas, segue-se que
ot =... =27 =0(P).
Entao, usando o fato de que Y7_; ax = 1, obtemos

clr* = kzi: apv(P) = v(P).

Portanto, * € X(P) e pela arbitrariedade de z* concluimos a demonstragcao.
|

Atencao: Que tal fazer o exercicio 2 agora?

Corolério 6.2.2 Considere o PPL (P). Se (P) possui mais de uma solu¢ao
otima, entao possui uma infinidade de solugoes otimas.

Demonstragao: Considere zt, 2% € X (P) tais que ! # 2. Segue-se pelo
teorema anterior que

r=ar +(1—a)r* € X(P),
para todo a € [0,1]. Portanto, X(P) possui uma infinidade de solugoes

6timas, finalizando a demonstracgao. |

Atencao: Que tal fazer o exercicio 3 agora?
Finalmente, vamos caracterizar o conjunto de solugoes 6timas X (P).

Teorema 6.2.3 Considere o PPL (P). O conjunto de solugoes dtimas é um
poliedro e, quando ndao vazio, possui uma unica ou uma infinidade de solugoes
otimas.
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Demonstragao: Por defini¢ao, X'(P) é o conjunto interse¢ao de um nimero
finito, 2m+n+2, semiespagos fechados. Portanto, X'(P) é um poliedro. Pelo
coroldrio anterior, X' (P) possui uma tunica ou uma infinidade de solugoes
6timas quando nao vazio. Isto finaliza a demonstragao. |

No préximo capitulo iniciaremos o estudo de dualidade em Programacao
Linear.

Atencao: Que tal fazer os exercicios 4 e 5 agora?

6.3 Exercicios

1. Dé um exemplo de um PPL com uma solugao 6tima. Verifique que pelo
menos uma solucao 6tima é um ponto extremo.

2. Seja o PPL no formato padrao definido por

A=[11],b=2ec=][2,2]".

Encontrar todos os pontos extremos que sao solucgoes étimas e verificar
que toda combinacao linear convexa destes minimizadores encontrados
¢ um ponto de minimo também.

3. Dé um exemplo para um PPL:

a) com uma Unica solu¢ao 6tima;

b)

(¢) ilimitado; e
)

(b) com uma infinidade de solugbes 6timas;
(d) inviavel.

4. Considere os problemas de PL do exercicio anterior. Verifique que os
conjuntos de solucoes 6timas sao poliedros.

5. Demonstre que o conjunto de solugoes 6timas é um conjunto convexo.
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O Problema Dual

Continuamos com o nosso estudo dos fundamentos da PL. Nosso objetivo
aqui é definir o problema de Programagcao Linear dual, para o PPL primal
(P) no formato padrao.

Iniciamos o nosso intuito estudando um pouco de Algebra Linear.

7.1 Preliminares

Inicialmente, vamos definir ortogonalidade entre dois subespagos vetoriais.

Definicao 7.1.1 Considere o espago vetorial R™. Dois subespacos V e W
de R™ sao ortogonais, quando qualquer vetor v € V ¢é ortogonal a qualquer
vetor w € W, isto é,

vTw =0, para todo v € V e para todo w € W.

Atencao: Que tal fazer o exercicio 1 agora?

Considere a transformacao linear definida pela matriz A € R™*". Dois
subespacos importantes do espaco vetorial R" estao associados com esta
transformacao: o espaco nulo de A, definido por

N(A) ={x € R"; Az = 0}

e seu complemento ortogonal, o espago linha de A (também chamado espago
imagem de AT ou espacgo coluna de AT), definido por

45
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R(AY) ={z € R";x = ATz, 2 € R™}.
A proposicao a seguir relaciona o espago nulo de A e o espaco linha

de A, através da definicao de ortogonalidade entre dois subespacos. A de-
monstragao pode ser encontrada nas paginas 136 e 137 em [55].

Proposicao 7.1.2 Seja o espaco R™. O subespago nulo de A € ortogonal ao
subespaco linha de A.

Demonstragdo: Seja o espaco R". Suponhamos u € N'(A) e v € R(AT).
Por definicio, Au = 0 e v = ATz, para algum z € R™. Dai, usando pro-
priedades de transposicao de matrizes,

viu = (AT2)Tu = 27 (AT 'u = 2T Au = 270 = 0.

Pela definicao de ortogonalidade, concluimos a demonstracao. |

Atencao: Que tal fazer o exercicio 2 agora?

Desta proposicao, qualquer vetor d € R™ pode ser unicamente decomposto
(soma direta) como d = d, + dz, onde d, € N(A) e dz € R(AT). Os vetores
d, e d; sao, respectivamente, a projecao de d no espaco nulo de A e no seu
complemento ortogonal. A projecao de d no espaco nulo de A é o ponto no
N (A) com a menor distancia euclidiana para d. Esta é a definigao mais usual
de projecao:

d, = argmin{||x — d||; x € N(A4)}.
A demonstragao da proposicao a seguir pode ser encontrada na pagina 9
em [23].

Proposigao 7.1.3 Seja A € R™ "™ uma matriz de posto igual a m, m < n.
Entdo, a matriz AAT é ndo singular.

Demonstracdo: Suponha por contradicao que AATd = 0, para algum
d # 0. Multiplicando d” & esquerda desta igualdade,

d"AATd = (ATd)T (ATd) = 0.
Esta tltima igualdade é equivalente a ||ATd||> = 0, ou equivalentemente,
ATd = 0. Assim, as colunas de A’ sao linearmente dependentes, isto ¢, as

linhas de A sao linearmente dependentes, contrariando o fato do posto de A
ser igual a m. Isto finaliza a demonstracao. |
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Atencao: Que tal fazer o exercicio 3 agora?

Uma vez que o operador projegao é linear (veja pagina 116 em [27]),
podemos representd-lo por uma matriz. Isto é o que afirma a préxima
proposigao, cuja demonstracao pode ser encontrada na pagina 9 em [23].

Proposicao 7.1.4 Sejam A € R™ "™ uma matriz de posto igual a m, m <n
ed € R"™ um vetor arbitrario. Entao,

d, = Pad e dy = Pad,

onde
Py=1—AT(AAT)"'A ¢ Py=1— P,

Demonstragao: Sabemos que d pode ser decomposto em d = d, + d.
Como dj € R(AT), existe z € R™ tal que dj = ATz, Logo, d = d, + A z.
Multiplicando esta igualdade por A, Ad = Ad, + AATz. Como Ad, = 0
por definicao, AATz = Ad. E, usando a proposicao anterior, como AAT ¢
nao singular, z = (AAT)"'Ad. Agora, substituindo esta igualdade em z na
expressao d; = ATz e, em seguida, substituindo dz em d, = d — dj, obtemos
respectivamente,

dy = AT(AAT) ' Ad e d, = (I — AT(AAT) 1 A)d.

Tomando Py =1 — AT(AAT) " A e Py = I — Py, concluimos que d, = Pyd
e dy = Pad, finalizando a demonstracao. |

Atencao: Que tal fazer o exercicio 4 agora?

Agora vamos demonstrar que a matriz de projecao no espaco nulo de A,
denotada por P4, e a matriz de projecao no espaco linha de A, denotada
por P, sao matrizes simétricas e idempotentes. Esta demonstracao pode ser
encontrada nas paginas 158 e 159 em [55].

Proposicao 7.1.5 A matriz de projecao Py € uma matriz simétrica, isto €,
P = Py; e uma matriz idempotente, isto €, P% = Ps. O mesmo vale para
a matriz de projecao Pjy.

Demonstracao: Temos pela proposicao anterior que

Py=1—-AT(AAT)'A ¢ Py=1- P,
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Usando as propriedades

((AAT) )T = ((AATY) 7 e (AATYT = (AT AT = AAT,
segue-se por transposicao em Py que PT = P,. Agora, usando a simetria de

Py, concluimos que Py = I — P, também é uma matriz simétrica.
Finalmente, desenvolvendo a igualdade

P2 = (I — AT(AAT) 1 A)(I — AT(AAT)1A),

obtemos

P2 =Py — AT(AAT) ' A+ AT(AAT) T AAT(AAT)TA = Py,

Agora, usando a idempoténcia de Py, concluimos que Py = I — P4 também
¢ uma matriz idempotente. Isto completa a demonstracao. |

Por curiosidade, vale a reciproca desta proposicao (veja paginas 158 e 159
em [55]).

Atencao: Que tal fazer o exercicio 5 agora?

Neste ponto, estamos prontos para iniciarmos o estudo do problema dual
através de sua definicao, que é o nosso objetivo para este capitulo.

7.2 O problema dual

O problema de Programagao Linear denominado o dual do problema (P),
é o seguinte problema de Otimizagao:

(D) mazimizar by
sujeito a: ATy+s=c
s >0,

onde o vetor y € R™ ¢ denominado variavel dual e incluimos explicitamente
um vetor com componentes nao negativas s € R" denominado folga dual.
Considere os problemas (P) e (D). Estes problemas sdo denominados, res-
pectivamente, problema primal e problema dual, de acordo com o seguinte
teorema, cuja demonstragao pode ser encontrada na pagina 97 em [21].

Teorema 7.2.1 O dual de um problema dual é o primal.
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Demonstracgao: Considere o problema dual (D). Usando a Proposic¢ao
2.1.2 e trocando sinais, o problema (D) é equivalente ao problema

minimizar —bly
sujeito a: ATy —s=—c
s> 0.

Definindo y =y — 9, y > 0 e y > 0, e substituindo neste iltimo problema,
entao seu dual sem acrescentar as variaveis de folga é o problema

T

maximizar —c'x
sugeito a: —(AD)Ty < —(H)T
(AT) Tz < (bD)T
—xr <0.

Este ultimo problema é equivalente ao problema primal (P). Isto finaliza a
demonstracao. |

Observe, conforme Capitulo 3, por exemplo, que existem varias formula-
¢oes para um PPL. Todavia, o romantismo estd no fato de que para cada
PPL existe o seu par: o seu dual. Isto se da pelo teorema anterior e porque
vimos no Capitulo 2 que qualquer PPL pode ser colocado no formato padrao.

Atencao: Que tal fazer o exercicio 6 agora?

Seguem-se algumas definigbes associadas ao problema (D). A funcao
linear y — b'y é chamada funcdo objetivo dual ou simplesmente funcao
objetivo. Similarmente, temos: o conjunto

S={(y,s) € R" x R ATy + 5 =c¢,s > 0},

é chamado conjunto viavel e um ponto (y, s) € S é denominado ponto vidvel.
O conjunto {(y, s) € R™xR"; s > 0} é chamado conjunto de pontos interiores
e um ponto deste conjunto é denominado ponto interior. O conjunto

S" = {(y,s) € S;s > 0}

’

é chamado conjunto de pontos interiores vidveis e um ponto (y,s) € SY é
denominado ponto interior vidvel. O niimero v(D) = max{bTy; (y,s) € S},
quando existe, é denominado o valor étimo ou custo 6timo. O conjunto

S(D) ={(y.s) € S;b"y = v(D)}
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¢ chamado conjunto de solugdes 6timas e um ponto (y, s) € S(D) é denomi-
nado solugao étima ou maximizador ou ponto de maximo.

Atencao: Que tal fazer o exercicio 7 agora?
O proximo resultado fornece uma caracterizacao para uma folga dual
vidvel para um PPL dual, devido a Gonzaga (veja Lema 3.1 em [24]).

Lema 7.2.2 s € R" € uma folga dual vidvel para o problema (D) se, e
somente se,

(a) s >0 e Pys = Pac; ou equivalentemente,

(b)) s>0es=Psc—, comvy LN(A).

Demonstracao: A equivaléncia entre (a) e (b) se segue pela definigao de
projecao, isto é, s > 0 e, usando a Proposicao 7.1.2 e a Proposicao 7.1.5,

PAS:PA(PAC—")/):PAPAC—PA’}/:PAC.

Do problema dual (D), s é uma folga dual vidvel se, e somente se, s > 0 e
c—s = ATy para algum y € R™. Esta tltima condicio é equivalente a s > 0
e ¢ — s ortogonal a N(A), uma vez que o espago nulo de A e o espago linha
de A sao complementarmente ortogonais. Mas, isto é equivalente a s > 0 e
Py(c—s) = Pac—Pys = 0, estabelecendo (a). Isto completa a demonstragao.
|

Atencao: Que tal fazer o exercicio 8 agora?
Com a suposicao sobre o posto de A, existe T tal que ATz = b. Entao,
para qualquer (y, s) € S, isto é, no conjunto vidvel dual,

by = (Ax)Ty = 37 (ATy) = i7c — i's.

Assim, usando a Proposigao 2.1.2,

T

max{b’y} = max{i’c — 775} = ¢ + max{—3"s} = ¢ — min{7"s}.

Dai, usando o lema anterior, segue-se que o problema (D) é equivalente ao
problema
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(D) minimizar il's
sujeito a: Pis = Pyc
s >0,

no sentido de que existe uma correspondéncia um-a-um entre S e S e entre

S% e 8°, onde

S = {s;(y,s) € S para algum y}

S = {s;(y,s) € S para algum y},

preservando otimalidade. Assim, o problema (D) pode ser reescrito como
um problema em s apenas. Veja pagina 8 em [56] e paginas 175 e 176 em
[25].

No proximo capitulo enunciaremos e demonstraremos o Lema de Farkas, o
qual serd 1til para a nossa estratégia de demonstrar o Teorema de Dualidade
sem o auxilio de métodos de resolucao de problemas de PL; em particular, o
método simplex.

Atencao: Que tal fazer o exercicio 9 agora?

7.3 Exercicios

1. Exibir dois subespacos vetoriais V e W em R" que sao ortogonais.
2. Seja a matriz 1 x 2 definida por A = [1 1]. Pede-se:

(a) defina e desenhe N'(A) e R(AT); e

(b) tome um vetor em ANV(A) e um outro em R(AT) quaisquer, e ve-
rifique que estes vetores sao ortogonais.

3. Seja a matriz 1 x 2 definida por A = [1 1]. Qual é o posto de A?
Verifique que AAT é nao singular.

4. Considere a matriz A = [1 1]. Pede-se:

(a) tome ¢ = [1,2]" e calcule ¢, e ¢;; e
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(b) tome ¢ = [1,1]7 e calcule ¢, e ¢;.
5. Existe alguma matriz de projecao que nao ¢ simétrica e nem idem-
potente? Justifique (vocé verificou a referéncia conforme Proposigao

7.1.47).

6. Considere o PPL

minimizar 3xs
sujeito a : Ty +x3 —2x4 Fx5 =0
—T —T5 > 0
—X +x4 —2$5 Z 0
21’1 —XI3 +2£C5 Z 0
—r1 419 +2T3 —214 = -3
Ta, s, Ty Z 0.

Pede-se (para os itens (a) e (b) vocé pode consultar as regras de pas-
sagens do primal para o dual em varios livros de PL existentes nas
bibliotecas!):

(a) fornega o seu dual;

(b) forneca o dual do dual; e

(c) qual a conclusdo para o resultado do primeiro item (consulte a
pagina 94 na referéncia [36])? E, qual a conclusdo para o segundo
item?

7. Seja o PPL no formato padrao definido por

minimizar x1

sujeito a: 1+ To + T3 =3
1+ To — T3 =1
Ty, T9, I3 Z O

Pede-se:

(a) identificar AT, be ¢;

(b) definir o seu problema dual e desenhé-lo apenas para as variaveis
duais; e
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(c) parao PPL dual, identificar a fungao objetivo; os conjuntos vidvel,
de pontos interiores, de pontos interiores viaveis e de solucoes
otimas; alguns pontos vidveis, interiores, interiores viaveis uma
solucao 6tima e o valor 6timo.

Para o exercicio anterior, encontre uma folga dual vidavel s > 0 tal que
Pys = Pyc.

Para o exercicio anterior, encontre uma solucao para o problema dual
apenas em s e, depois, encontre o valor unico de y € R2.
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Capitulo 8

O Lema de Farkas

Continuamos com o nosso estudo dos fundamentos da PL. Nosso objetivo
aqui é enunciar e demonstrar o Lema de Farkas. Além disso, definimos e
relacionamos diregoes viaveis com o espaco nulo da matriz tecnoldgica A.
Faremos uso destes resultados no préximo capitulo acerca do Teorema de
Dualidade.

Aqui, optamos em enunciar o Teorema de Separacao, porém, sem uma
demonstracao. A razao desta nossa opg¢ao é nao estendermos o nosso estudo
para o campo da Anadlise Convexa.

8.1 O Lema

Iniciaremos o nosso propédsito enunciando o Teorema de Separagao, cuja
demonstragao pode ser encontrada nas paginas 45 e 46 em [6].

Teorema 8.1.1 Seja C' um conjunto convexo, fechado e nao vazio em R"
e considere z ¢ C. FEntao, evistem um vetor a € R", a # 0, e um escalar
0 € R tais que, para todo x € C,

alz>5 e alx <6.

T

Deste teorema, dizemos que o hiperplano com a equacao a’ x = § separa

z de C.

95
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Atencao: Que tal fazer o exercicio 1 agora?
Agora vamos definir um cone convexo gerado pelas colunas de uma matriz,
que nos auxiliarda no entendimento do Lema de Farkas.

Defini¢ao 8.1.2 (a) Dizemos que um conjunto C' C R™ é um cone, quando
para qualquer ponto x € C' e para qualquer escalar nao negativo X\, o
ponto \x pertence a C.

(b) Dada a matriz A € R™™, dizemos que o conjunto

{we R™w=Azz> 0}

€ o cone convero gerado pelas colunas de A.

Atencgao: Que tal fazer o exercicio 2 agora?

O Teorema de Separacao nos habilita a demonstrar o préoximo resultado
conhecido como o Lema de Farkas, cuja demonstracao pode ser encontrada
nas paginas I11-36 e I11-37 em [35].

Teorema 8.1.3 Sejam A uma matriz m X n e um vetor b em R™. Entao,
exatamente um dos dois sequintes sistemas tem uma solucao:

(1) Az =b e x > 0 para algum x € R"; e

(2) ATy <0 e by > 0 para algum y € R™.

Demonstrac¢ao: Suponhanhos que o sistema (1) tenha uma solugao. Isto
significa que existe um vetor £ > 0 tal que Az = b. Fixe arbitrariamente
y € R™ tal que ATy < 0. Desta forma, segue-se que

by = (Az)Ty = 27 ATy < 0.

Pela arbitrariedade de y, o sistema (2) nao tem solugao.
Agora, suponhamos que o sistema (1) nao tenha solu¢ao. Defina o cone
convexo gerado pelas colunas da matriz A por

S={ye R"y= Az, x> 0}.

Por hipétese, b ¢ S. Ainda, como S é um poliedro, segue-se pela Proposicao
4.1.10 que S é um conjunto convexo e fechado. Também, S é nao vazio,
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porque 0 € S. Pelo Teorema de Separacgao, existem um vetor nao nulo
a € R™ e um escalar § € R tais que, para todo y € S, a’b > § e aly < 6.
Como 0 € S, 6 > 0 e, daf, a’b > 0. Ainda, uma vez que a’y < §, segue-se
pela definicao de S que, para todo j = 1,...,n e para qualquer nimero real
A >0,

o> aT)\Aj = )\e]TATa,

onde e; ¢é o j-ésimo vetor unitario em R". Dividindo esta ultima desigualdade
por A e tomando o limite quando A\ — oo, segue-se que ATa < 0. Portanto,
como demonstramos que ATa < 0 e b'a > 0, para algum a € R™, concluimos
que a é uma solugao para o sitema (2). Isto finaliza a demonstracao. |

Atencao: Que tal fazer o exercicio 3 agora?
Na proxima se¢ao estudaremos um pouco sobre direcoes viaveis.

8.2 Direcoes viaveis

Aqui, definimos e relacionamos direcoes vidveis com o espaco nulo da
matriz A € R™*™. Iniciamos o nosso propédsito definindo diregoes vidveis.

Definigao 8.2.1 Seja C' um subconjunto de R". Um vetor u € R" é uma
direcao viavel a partir de x € C', quando existe A > 0, tal que para qualquer

AE0,N, 2+ ueC.

Atencao: Que tal fazer o exercicio 4 agora?
Agora, vamos relacionar esta tiltima definigdo com vetores em N (A), onde
A é a matriz associada ao PPL (P). Iniciamos com a seguinte proposigao.

Proposicao 8.2.2 Considere o conjunto vidvel X de (P). Seu € R™ € uma
dire¢ao vidvel a partir de x € X, entdo u € N(A).

Demonstracao: Suponhamos que u € R™ é uma direcao viavel a partir

de 2 € X. Por hipétese, existe A > 0 tal que para qualquer A € [0,}],
T+ Mu € X. Segue-se, usando a linearidade de A, que

b= A(x + \u) = Az + MAu = NAu = 0,
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onde a implicacao decorre do fato de que x € X. Entao, uma vez que
podemos ter A > 0, concluimos que u € N(A); finalizando a demonstragao.
|

Atencao: Que tal fazer o exercicio 5 agora?
A préxima proposigao pode ser encontrada nas paginas 11 e 12 em [23],
a qual relaciona direcoes viaveis com o espaco nulo de A.

Proposigao 8.2.3 Seja X° = {x € X;z > 0} o conjunto de pontos interi-
ores vidveis. Entao:

(a) Se v € XY, entio u € R™ é uma direcio vidvel a partir de x se, e
somente se, u € N (A).

(b) Sex € (X —X"), entio u € R™ é uma direcio vidvel a partir de x se, e
somente se, u € N(A) e u; > 0 para todo j =1,...,n tal que x; = 0.

Demonstracao:

(a) Se u € R™ é uma dire¢ao vidvel a partir de z € X, entao u € N(A);
conforme proposigao anterior. Por outro lado, suponhamos u € N (A).
Entao, usando o fato de que # € X°, para qualquer A € R tem-se que

A(x 4+ Au) = Ax + NAu = b.

Assim, basta examinar a restricao de nao negatividade. Se u > 0,
entao para qualquer A > 0, x + Au > 0. Se alguma componente de u é
negativa, entao definimos

i = sup{ ;i + Ay >0, u; <0, i=1,...,n}

e, para a nao negatividade, se u; < 0, entao z; + A\u; = 0 e con-
seqiientemente \; = —;/u;. O maior passo que garante viabilidade
é min{\;u; < 0,4 = 1,...,n}, o que finaliza a primeira parte da
demonstracao.

(b) Suponhamos que u € R™ é uma diregao vidvel a partir de z € (X — X°).
Por hipétese, segue-se que u; > 0 paratodo j = 1,...,n tal que z; = 0.
Além disso, usando a proposi¢ao anterior, u € N (A). Por outro lado,
suponhamos que u; > 0 para todo j = 1,...,n tal que z; = 0 e
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u € N(A). Como u € N(A), A(x + Au) = b para todo A € R. Resta
mostrar que existe A > 0 tal que  + Au > 0 para todo A € [0, A]. Para
isto, definimos

J:{l,...,n}, JOZ{jGJ;JIjZO}eJl:J—Jo.

Considere j € J, fixo, porém, arbitrario. Logo, z; + Au; > 0, para
todo A > 0, uma vez que u; > 0. Agora, considere ¢ € J; fixo, porém,
arbitrario. Logo, se u; > 0, entao z; + Au; > 0, para todo A > 0. E; se
u; < 0, entdo usando o item (a), obtemos um tamanho de passo posi-
tivo. Pela arbitrariedade de i € J;, podemos usar o item (a) novamente
obtendo

_xl
U

A = min{ cu; <0, i=1,...,n}.

7

Portanto, pela arbitrariedade de j € Jy e 1 € J1,  + Au > 0 para todo
A € [0, A\], como queriamos demonstrar. Isto finaliza a demonstragao.

No préximo capitulo estudaremos os teoremas de dualidade.

Atencao: Que tal fazer o exercicio 6 agora?

8.3 Exercicios

1. Considere o conjunto C' = {z € R? ||z|]| < 1} e o ponto z = [2,2]".
Calcule dois hiperplanos que separam z de C.

2. Considere a matriz

10 —1
A:lo 1 —11'

Dé um exemplo de um cone que nao é convexo e dé um exemplo de um
cone convexo gerado pelas colunas da matriz A.

3. Interprete graficamente o Lema de Farkas.
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4. Seja o poliedro definido por

{r € R* 21+ 2y =2, 11, 15 >0}
Pede-se:

(a) encontre uma diregao vidvel a partir de z = [1,1]7; e
(b) encontre uma diregao nao viavel a partir de x = [1,1]%.

5. Considere o item (a) do exercicio anterior. Verifique que a sua dire¢ao
vidvel estd em N (A).

6. Seja o sistema Azx = b definido por A =[1 —2] e b= 2 com x > 0.
Pede-se:

(a) encontre uma direcao viavel a partir de x = [4, 1]T e verifique que
esta direcao estd em N (A); e

(b) encontre uma diregao vidvel u € R? a partir de z = [2,0]7 e
verifique que esta diregao estd em N (A) e que uy satisfaz a nao
negatividade.



Capitulo 9

Dualidade

Continuamos com o nosso estudo dos fundamentos da PL. Aqui estudamos
o problema dual com o nosso objetivo centrado nos teoremas de dualidade.
Além disso, concluimos que supor posto completo para a matriz A nao repre-
senta perda de generalidade tanto para o problema primal (conforme Capitulo
2) quanto para o problema dual.

9.1 Trés teoremas de dualidade

Nossa intencao agora é estabelecer o Teorema de Dualidade. Para isto
vamos relacionar os problemas primal e dual entre si. Iniciamos com o Teo-
rema de Dualidade Fraco, que relaciona os problemas primal e dual através
de pontos vidveis, no sentido de que obtemos limitantes inferior e superior
para os problemas (P) e (D), respectivamente. Sua demonstragao pode ser
encontrada na pagina 28 em [46].

Teorema 9.1.1 Suponha v € X e (y,s) € S quaisquer. Entdo c'x > bly.
Demonstracao: Por hipotese, segue-se diretamente que

e — by = (ATy +s5)"x — (Ax)Ty = 275 > 0;

finalizando a demonstracao. |
Observe na demonstracdo acima que ¢’z — b’y = 27s. Usualmente

chamamos ¢’z — bTy o gap de dualidade e 27's o gap de complementaridade.

61
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Atencao: Que tal fazer o exercicio 1 agora?

Agora vamos demonstrar o Teorema de Dualidade, que relaciona os pro-
blemas primal e dual entre si, no sentido de que ou um PPL possui uma
solugao 6tima, ou é um problema ilimitado ou é um problema invidavel. Sua
demonstragao pode ser encontrada nas paginas 71, 72 e 73 em [52].

Teorema 9.1.2 Considere os problemas primal (P) e dual (D). Uma, e
somente uma, das sequintes afirmacoes € correta:

(a) se o problema (P) tem uma solugdo dtima, entdo o problema (D)
também tem uma solucao otima e os valores das funcoes objetivos de
ambos sao iguais. Se o problema (D) tem uma solu¢ao étima, entdo o
problema (P) também tem uma solugdo dtima e os valores das fungoes
objetivos de ambos sao iguais.

(b) Se (P) € um problema ilimitado, entdo (D) € um problema invidvel. Se
(D) é um problema ilimitado, entdo (P) é um problema invidvel.

Demonstracao:

(a) Basta mostrar que se o problema (P) tem uma solugao 6tima, entao o
problema (D) também tem uma solugao étima e os valores das fungoes
objetivos de ambos sao iguais. O outro caso pode ser demonstrado de
maneira andloga. Assim, suponha que z* é uma solucao 6tima para o
problema primal (P). Seja o sistema (1),

Ax =0
ATy +s = ¢

'z —bly =0
x, s > 0.

Como

v's=a"(c—ATy)=cTo - by =0

e, usando o Lema 7.2.2, este sistema é equivalente ao sistema (1’),

Az = b
Pis = Pyc
xls 0

AV

0.

x, S
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Reescrevendo este 1ltimo sistema, considere 27s = 0 tal que
Az b

-P AS = —P AC

x, s > 0.

Defina

1 A O T b . s om
A_[O —PA]’b_[—PAc] ew—[s e R™".

T

Se o sistema Aw = b e w > 0, com 27s = 0, tem solucdo, entdo pela
hipétese de x* e usando o Teorema de Dualidade Fraco, este teorema é
satisfeito. Senao, podemos usar o Lema de Farkas, obtendo o sistema
(2) abaixo que admite solugao,

AT2<0eb'z>0.

Nossa estratégia agora é demonstrar que o sistema (2) ndo pode admitir
solugao. Para algum 27 = [u” v'] € R™" podemos reescrever o
sistema (2) como o sistema (2’), a saber:

ATy < 0
—Pfy < 0
b'u —(Pac)Tv > 0.

Se (Pac)Tv > 0, entao bTu > 0, onde por hipétese, b = Ax* e z* > 0.
Além disso, ATu < 0 por (2°). Logo,

0 < b'u=(Az")"u= (") ATu <0.

Ou seja, (Psc)Tv > 0 nio pode ocorrer. Finalmente, se (Pac)Tv < 0,
vejamos:

(Pac)'v = c"Plv = c"(Pyv) = vy,

onde as segunda e terceira igualdades decorrem, respectivamente, da
Proposicao 7.1.5 e da Proposicao 7.1.4. Entao, v, ¢ uma direcao vidvel,
a partir de algum ponto viavel  do problema primal, conforme Proposi-
¢ao 8.2.3, uma vez que Pav = v, > 0 por (2) e v, € N(A). Logo,
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o vetor z(A\) = T + Av, é um ponto vidvel do problema primal com
x(\) = "2 + ATv, — —o0, quando A — oo. Isto contradiz a
hipétese de z*. Portanto, o sistema (2) nao admite solu¢ao. Novamente,
pelo Lema de Farkas, o sistema (1) de fato tem solugao. Isto finaliza a
demonstracao do item (a).

(b) Basta mostrar que se (P) é um problema ilimitado, entao (D) é um
problema invidvel. O outro caso pode ser demonstrado de maneira
andloga. Assim, supomos que (P) é um problema ilimitado. Logo, por
definicao, existe uma seqiiéncia (z*) tal que ¥ € X e ¢f2%¥ — —o0.
Desta forma, X # (). Suponha por contradicao que S # (). Entao, pelo
Teorema de Dualidade Fraco, para quaisquer x € X e (y, s) € S, temos
cz > bTy. Isto contradiz o fato de que (P) é um problema ilimitado;

concluindo a demonstracao do item (b).

|
Observe que se (P) (ou (D)) ¢é invidvel entao o seu problema dual pode
ser ilimitado ou inviavel.

Atencgao: Que tal fazer o exercicio 2 agora?
Agora pretendemos relacionar os problemas primal (P) e dual (D) através
de solugoes 6timas. O resultado que nos possibilita esta associacao é o Teo-

rema de Dualidade Forte, cuja demonstragao pode ser encontrada na pagina
193 em [44].

Teorema 9.1.3 Suponha que os problemas (P) e (D) tém solugdes vidveis.
Entao, ambos tém solugoes otimas z* € X(P) e (y*,s*) € S(D) e, necessari-
amente, clx* — bTy* = (z*)Ts* = 0.

Demonstracao: Por hipdtese e usando o Teorema de Dualidade Fraco,
para todo x € X e para todo (y,s) € S, ¢’z > bTy. Entao, pelo Teorema
de Dualidade, existe * € X(P). Finalmente, pelo item (a) do Teorema de
Dualidade, o resultado se segue, finalizando a demonstracao. |

Atencgao: Que tal fazer o exercicio 3 agora?
Finalizamos este capitulo concluindo que a hipdtese de que a matriz A
tem posto completo é, de fato, sem perda de generalidade.
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9.2 Sobre a hipétese do posto de A

Considere a transformacao linear definida pela matriz A € R™*™. No
Capitulo 7 definimos dois subespacos importantes do espaco vetorial R™ as-
sociados com esta transformacao: o espago nulo de A e o espaco linha de
A. Agora, definiremos dois subespagos importantes do espaco vetorial R™
associados com esta transformacao: o espaco nulo a esquerda de A, definido
por

N(AT) ={y e R™ ATy =0}

e seu complemento ortogonal, o espaco coluna de A, definido por
R(A)={y € R™;y = Aw,w € R"}.

Atencao: Que tal fazer o exercicio 4 agora?

Consideremos o problema dual (D). Se as colunas da matriz AT sao li-
nearmente dependentes, isto é, existe um vetor nao nulo y € N (A7) tal que
ATy = 0 e, além disso, b7y # 0, isto é, b € R(A), o que significa que o
problema primal é um problema inviavel, entao, pelo Teorema de Dualidade,
se S é nao vazio, o problema (D) é ilimitado. Se b’y = 0 para todo y,
entao podemos eliminar uma das colunas correspondentes a uma componente
nao nula de y sem afetar (D). Continuando com este processo obtemos um
problema equivalente onde A tem posto completo. Desta forma, supor que
A tem posto completo nao perde generalidade neste caso, também; conforme
vimos para o problema primal (P) no Capitulo 2. Veja pagina 8 em [56].

No proximo capitulo estudaremos o par de problemas primal e dual, isto
é, o problema primal-dual.

Atencao: Que tal fazer o exercicio 5 agora?

9.3 Exercicios

1. Suponha z* € X e (y*, s*) € S quaisquer. Demonstre que, se

CT.I‘* —bT * (ZL'*>TS* — O,

entdao z* € X(P) e (y*,s*) € S(D).
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. Dé exemplos para:

(a) um problema primal invidvel e o seu dual ilimitado; e

(b) um problema primal invidvel e o seu dual invidvel.

. Seja o PPL no formato padrao definido por

A=[111],b=3ec=][1,0,0".

Considere um ponto vidvel primal dado por z = [1,1,1]7 e um ponto
vidvel dual dado por (y, sT) = [~1,2, 1, 1]. Encontre uma solugao étima
primal, uma solucao 6tima dual e o valor da funcao objetivo para ambos
os problemas.

. Seja uma matriz definida por A = [1 1]. Pede-se:

(a) defina N'(AT) e R(A); e

(b) tome um vetor em N'(AT) e um outro em R(A) quaisquer, e ve-
rifique que estes vetores sao ortogonais.

. Seja o PPL no formato padrao definido por

mimimizar I,

sujeito a : X1+ To + T3 =2
xr1+ To + 3 =2
Xy, Lo, I3 > 0.

Pergunta-se:

(a) a matriz AT tem colunas linearmente dependentes? Justifique; e

(b) definindo o problema dual, podemos eliminar a segunda coluna de
AT? Justifique.



Capitulo 10

O Problema Primal-Dual

Finalizamos o nosso estudo dos fundamentos em PL estudando o pro-
blema primal-dual, com o nosso objetivo centrado nas condicoes de otimali-
dade. Além disso, demonstramos o Teorema de Complementaridade Estrita e
estudamos aspectos relevantes sobre a geometria do par de problemas primal
e dual.

10.1 O problema

Consideremos os problemas primal (P) e dual (D).
Iniciamos o nosso estudo para definir o problema primal-dual com a
seguinte definicao.

Definig¢do 10.1.1 Sejam z* € X e s* € S solu¢des dtimas para os problemas
primal e dual, respectivamente.

(a) A igualdade (z*)Ts* =0 € chamada condigdo de folga complementar.

(b) Dizemos que (z*,s*) € um par de solugées complementares, quando
(x*, s*) satisfaz a condigdo de folga complementar.

Atencgao: Que tal fazer o exercicio 1 agora?

A seguir, demonstraremos uma proposicao bastante 1util para o nosso
estudo para definir o problema primal-dual. Sua demonstragao pode ser
encontrada na pagina 200 em [26].

67
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Proposicao 10.1.2 Considere os vetores x,s € R. Temos que, xs = 0 se,
e somente se, x1's = 0.

Demonstragao: Temos que, xs = 0 significa que z;5; =0, j = 1,...,n.
Isto é equivalente a z7s = i1xjs; = 0, para (z,s) > 0. Isto finaliza a
demonstracao. |

Atencgao: Que tal fazer o exercicio 2 agora?
O préximo teorema é também conhecido como o Teorema das Folgas

Complementares, cuja demonstracao pode ser encontrada na péagina 75 em
[52].

Teorema 10.1.3 Considere 2* € X e s* € S solucdes Stimas, respectiva-
mente, para os problemas primal e dual. Entao x*s* = 0.

Demonstragao: Pelo Teorema de Dualidade (2*)Ts* = 0. Pela proposicao
anterior, o resultado se segue, finalizando a demonstracao. |

Considere z* € X e s* € S solugoes 6timas, respectivamente, para os
problemas primal e dual. Este teorema afirma que a igualdade x*s* = 0 tem
estrutura combinatorial: para cada j =1,...,n, z7 =0 ou s; = 0.

Atencao: Que tal fazer o exercicio 3 agora?

O problema primal-dual é definido assim: dados uma matriz A, m X n,
0 <m < mn, posto(A) = m, e vetores b € R™ e ¢ € R", encontrar, se existir,
uma solucao para o sistema de equacoes e inequacoes

Ax

(PD) ATy+s
xs

T, s

AV (I |
coo o

Usando a Proposigao 10.1.2, o sistema nao linear (PD) pode ser visto
como um sistema linear, bastando substituir xs = 0 por

tts=c"e —bTy=0.

Observe que o problema para encontrar z € R™ que cumpre as condicoes
Axr =bex >0, é o problema de viabilidade primal. Ainda, o problema para
encontrar (y,s) € R™ x R™ que cumpre as condigoes ATy +s=ces >0,
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é o problema de viabilidade dual. Além disso, usando a Proposicao 10.1.2 e
o Teorema de Dualidade, encontrar (z,s) € X X S que cumpre a condicao
xs = 0, é encontrar um par de solugoes complementares.

Definimos o conjunto viavel primal-dual por

F={(z,s) e R"x Rz € X,s €S},

o conjunto viavel de pontos interiores primal-dual por

FO={(x,s) € F;(z,s) > 0}

e o conjunto de solugoes 6timas primal-dual por
F(PD) ={(z,s) € F;xs = 0}.

Atencao: Que tal fazer o exercicio 4 agora?
As condicoes de otimalidade para o par de problemas primal e dual estao
expressas no préximo teorema.

Teorema 10.1.4 Considere os problemas primal (P) e dual (D). Um ponto
x € R"™ € uma solugao dtima de (P) se, e somente se, existe um par de
multiplicadores (de Lagrange) (y,s) € R™ x R", tal que o sistema

Axr = b
ATy+s = ¢
2T's = 0
z,s > 0
€ satisfeito.
Demonstracao: Imediata usando o Teorema de Dualidade. |

As condigoes de otimalidade para o par de problemas primal e dual coin-
cidem com as condicoes de Karush-Kuhn-Tucker, a saber: z é uma solucao
6tima de (P) se, e somente se, existe um par de multiplicadores de Karush-
Kuhn-Tucker (y, s) tal que o sistema (PD) ¢ satisfeito.

Este resultado é um caso particular do Teorema de Karush-Kuhn-Tucker
para Programacao Nao Linear.

Além disso, pelo teorema anterior, as condicoes de otimalidade para um
PPL consiste em encontrar um ponto vidvel z em X e um outro s em S com,
necessariamente, z7s = 0. Como o gap de complementaridade é sempre nao
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negativo e sempre igual ao gap de dualidade ¢’z — bTy, podemos definir o
problema (PD) como um PPL, a saber:

minimizar ¢z —bly
sugjeito a: Axr =b
Aly+s=c
x, s>0.

Atencao: Que tal fazer o exercicio 5 agora?

Na proxima se¢ao enunciaremos e demonstraremos o Teorema das Folgas
Complementares Estritas, ou simplesmente Teorema de Complementaridade
Estrita.

10.2 O Teorema de Complementaridade Es-
trita

O Teorema de Complementaridade Estrita é também conhecido como o
Teorema de Goldmann e Tucker. Para estuda-lo, iniciamos com a seguinte
definicao.

Definicao 10.2.1 Sejamz* € X es* € S solugées dtimas para os problemas
primal e dual, respectivamente.

(a) A desigualdade estrita x* + s* > 0 € chamada condigdo de folga com-
plementar estrita.

(b) Dizemos que (z*,s*) é um par de solugoes complementares estritas,
quando (z*,s*) satisfaz a condi¢ao de folga complementar estrita.

Atencao: Que tal fazer o exercicio 6 agora?

Agora estamos prontos para enunciar e demonstrar o Teorema de Comple-
mentaridade Estrita, que afirma que qualquer PPL com uma solugao 6tima
possui um par de solugoes complementares estritas. Sua demonstracao pode
ser encontrada nas paginas 77 e 78 em [52].

Teorema 10.2.2 Suponha X €S conjuntos nio vazios. Entio, os problemas
primal e dual tém um par de solucoes complementares estritas x* e s*, isto
é ¥+ 5" > 0.
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Demonstracao: Por hipotese, podemos usar o Teorema de Dualidade
Forte. Denotamos v = v(P) = v(D) o valor étimo. Inicialmente, quere-
mos demonstrar que 27 = 0 para toda solugao 6tima para o problema primal
se, e somente se, s; > ( para alguma solugao étima para o problema dual. Se
s; > 0 para alguma solugao 6tima para o dual, entao pelo Teorema 10.1.3,
x; = 0 para toda solugao 6tima para o primal. Assim, suponha z} = 0 para
toda solugao otima para o primal. Vamos demonstrar que s > 0 para alguma
solugao 6tima para o dual. Com efeito, 7 = 0 é equivalente ao problema (1)

minimizar —(u/)Tx
sujeito a: Ax =b

—cle —t = —y
x>0,t>0

admitir uma solucdo Gtima (&, #) com valor étimo —(u?)72 = 0, onde w/ € R®
é um vetor de zeros com a j-ésima coordenada igual a 1. Equivalentemente,
usando o Teorema de Dualidade, o problema dual (2) de (1),

mazximizar bly —y\
sujeito a: ATy —c\+s = —u/
- + Sn+1 =0
5§20, 5,41 2>0

também admite solucao étima (7, A, 8, 8,41) com valor 6timo
b — A= —(u)T2 =0.

Defina \ = Sp41 > 0. Agora, considere (y,S) uma solu¢do étima para o
problema dual (D). Segue-se que

(ATG+38)+ (ATg—eA+8) =c— .
Dai,

5+s+u =1+ Ne—AT(G+ 7).
Dividindo ambos os lados por 1 + A > 0,

(

+
+

<
<>

5+5+u
1+

=c— AT )

[a—
>

Tomando
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segue-se que

S+l 1

c—ATy*:s*ZOes;: — >
1+A 14+

Entao, para todo 7 € X (P),

ils* =il (c— ATy") =y —bly* =~ — bTy—H{ =0.
1+ A
Logo, concluimos que se z; = ( para toda solugao 6tima para o primal, entao
s; > 0 para alguma solugao 6tima para o dual. Finalmente, devemos exibir
xj > 0 para sf = 0. Pelo Teorema 6.2.3 X'(P) é um poliedro, logo, convexo.
Entao podemos definir

J={i=1,...,n;32" € X(P), 2% > 0},
e tomar

1 .
v, == x;>0.
77

icJ

Isto finaliza a demonstracao. |

Atencao: Que tal fazer o exercicio 7 agora?
Uma conseqiiéncia importante deste teorema ¢ o préximo resultado, cuja
demonstragao pode ser encontrada na pagina 9 em [56].

Proposigao 10.2.3 Se ¢ ndo estd no espaco linha de A, entio ¢’z > v(P)
para todo v € X°.

Demonstragdo: Suponha por contradicio que ¢’z = v(P) para algum
r € X% Entao, (P) tem uma solucao 6tima e, pelo Teorema de Dualidade,
(D) também tem uma solugao 6tima. Usando o Teorema das Folgas Com-
plementares isto implica que s* = 0 para qualquer solugao 6tima (y*, s*) em
(D). Portanto, ¢ = ATy*. Isto contradiz o fato de que ¢ nao estd no espaco
linha de A, finalizando a demonstracao. |
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Atencao: Que tal fazer os exercicios 8 e 9 agora?
Na proxima segao estudaremos alguns aspectos da geometria do par de
problemas primal e dual.

10.3 Geometria

O Teorema Fundamental da PL afirma que uma solucao 6tima, se existir,
é atingida em ao menos um ponto extremo. O que pretendemos estudar
agora é a possibilidade de uma solugdo Gtima, para o problema (PD), ser
atingida em um par de solucoes complementares estritas, no sentido de que
estas solucoes geram uma solucao interior em um subconjunto do conjunto
de solugodes 6timas do problema (PD).

Iniciamos o nosso propdsito com um resultado que nos auxiliara na tarefa
de formular hipoteses para os problemas primal e dual, cuja demonstracao
pode ser encontrada nas paginas 9 e 10 em [56].

Teorema 10.3.1 Suponha que X € nao vazio. Entao as sequintes afirmacgoes
sao equivalentes:

(a) 8° é ndo vazio;

(b) Para todo k € R, {x € X;c"z <k} € limitado;

(c) X(P) € nao vazio e limitado; e

(d) Para algum k € R, {x € X;cTx < Kk} € ndo vazio e limitado.

Demonstragio: (a) = (b): Suponha (y,s) € S°. Entdo, usando duali-
dade, r € X e ¢’z < k implica que

ls=clo — bTy < kK- bTy.
Dai, tais pontos x devem pertencer ao conjunto limitado

{r;27s <k — by, 0 >0} C{r;0< 2 < (k—bly)s '}

(b) = (c¢): Tomando k = c'Z para algum Z € X, temos que (P) é
equivalente a minimizar ¢’z sobre o conjunto compacto e nao vazio

{r e X;c"r <k},
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tal que ele possui uma solucao 6tima. Além disso, toda solucao étima per-
tence a este conjunto compacto.

(¢) = (d): Isto é imediato tomando k = v(P).

(d) = (a): Suponha que {z € X;c'z < k} é ndo vazio e limitado.
Escolha algum 5 > 0. Entao o problema

min{c’z; Ar = 0,275 = 1,2 > 0}

é inviavel ou tem valor étimo positivo. Assim, seu dual

max{C; ATy +57C+s=c,5s >0},

que claramente tem uma solugdo vidvel (tome y = 0 e ( suficientemente
negativo), tem uma solugao viavel com ¢ positivo. Isto fornece um ponto em

SO. ]

Atencao: Que tal fazer o exercicio 10 agora?

Agora vamos formalizar, no préximo teorema, o resultado que afirma que
todo PPL possui uma solucao 6tima que satisfaz a condicao de complemen-
taridade estrita e gera uma solugao interior em um subconjunto do conjunto
de solugbes 6timas do problema (PD). Sua demonstragao pode ser encon-
trada na pagina 78 em [52].

Teorema 10.3.2 Considere um PPL definido por (PD). Uma solugao dtima
para o problema (PD) satisfazendo a condi¢ao de folga complementar estrita,

¢ um ponto interior em um subconjunto do conjunto de solucdes dtimas de
(PD).

Demonstragao: Considere (z*,s*) € F(PD) satisfazendo a condicao de
folga complementar estrita. Definimos

le{]:1,,n,$;k:0} [§] JQZ{jzl,,n,S;k:O}

Pelo Teorema 10.1.3, (z,s) € F(PD) se, e somente se, (z,s) € F tal que
z; = 0 para todo j € Jo e s; = 0 para todo j ¢ J;. Isto significa que (z,s)
resolve o sistema

AJ2$J2 :b
PAJ18J1 :PAJICJI
QTJQ ZO,SJl 20
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As solugoes de complementaridade estrita (z*,s*) geram um ponto interior
para este sistema. Isto finaliza a demonstracao. |

A partir do proximo capitulo, estaremos interessados no estudo de algo-
ritmos para resolver problemas de PL. Iniciaremos esta terceira etapa com
o estudo do método simplex. Assim, neste momento, estamos finalizando a
etapa sobre os fundamentos da PL.

Atencao: Que tal fazer o exercicio 11 agora?

10.4 Exercicios

1. Dé um exemplo de um PPL que admite solugao 6tima, inclusive para
o seu dual. Calcule um par de solucoes complementares.

2. Considere os vetores z = [1,0]7 e s = [0,1]T. Calcule z7s e zs.
3. Encontre um par de solucoes complementares para o PPL
minimizar —xri — To

sujeito a: X1+ To + T3 =1
T1, T2, T3 20

4. Desenhe no R? o conjunto vidvel X e o conjunto vidvel S para o PPL
primal-dual

Ty — T2 =
Yy +51 =1

-y +s2 =

T181 =

T282 =
X1, 9, S1, 89 2 0

Encontre sua solugao 6tima.

5. Demonstre que o conjunto viavel X ¢é limitado se, e somente se, o
conjunto viavel § ¢ ilimitado. E, vice-versa.

6. Dé um exemplo de um PPL que admite solucao étima, inclusive para
o seu dual. Calcule um par de solugoes complementares estritas.
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10.

11.
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. Faca uma pesquisa bibliografica e observe que o Teorema de Comple-

mentaridade Estrita nao vale para o problema de Programacao Nao
Linear min{z?;z > 0}.

. Desenhe no R? um exemplo para a Proposicao 10.2.3.

Considere o problema primal (P) com X (P) nao vazio. Demonstre que
X = X(P) se, e somente se, ¢ € R(AT).

Dé um exemplo de um PPL com X e 8Y nio vazios e verifique os itens

(b), (¢) e (d) do Teorema 10.3.1.

Considere o PPL do exercicio 3. Encontre um par de solugoes comple-
mentares estritas.



Capitulo 11

Método Simplex: algoritmo
mestre

Aqui e nos préximos quatro capitulos, trataremos de duas familias de
métodos para resolver problemas de PL: simplex e afim-escala.

Todo método advém da necessidade de resolvermos algum problema.
Neste e nos préximos dois capitulos, estaremos interessados na solugao dos
problemas de PL através do estudo do método simplex, devido a Dantzig
[13]. O objetivo destes trés capitulos é enunciar e demonstrar que o algo-
ritmo simplex de duas fases com a regra de Bland [9] converge.

Iniciamos o nosso propdsito introduzindo um algoritmo mestre.

11.1 Algoritmo mestre

Consideremos o PPL primal no formato padrao

(P) minimizar  c'x
sugjeito a: Ar =b
x>0,

onde sao dados uma matriz A € R™*" e vetores b € R™ e ¢ € R", com
0<m<n.

Sem perda de generalidade, consideremos a matriz A de posto completo
e o vetor do lado direito b > 0. Neste ultimo caso, para alguma coordenada
do vetor b negativa, basta multiplicar a equacao correspondente por menos
um. No primeiro caso, agimos conforme Capitulo 2.

7
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Considere o problema (P). A idéia do método simplex baseia-se no
Corolario 5.1.3, afirmando que o conjunto viavel de (P) tem um nimero finito
de pontos extremos; no Corolario 5.2.2; afirmando que o conjunto viavel de
(P) é um poliedro com ao menos um ponto extremo, quando nao vazio; no
Teorema Fundamental da PL (Teorema 6.1.1), afirmando que se (P) admite
solucao otima, entao uma solugao 6tima é atingida em ao menos um ponto
extremo do conjunto vidvel de (P); e, no Teorema 5.1.2, que caracteriza
ponto extremo através de solucao basica viavel.

Quer dizer, a idéia ‘ingénua’ do método simplex consiste em caminhar
pela fronteira de um conjunto poliedral de um PPL (P), através de pontos
extremos adjacentes sucessivos com valores da funcao objetivo estritamente
decrescentes.

A seguir, enunciamos um algoritmo mestre em uma tentativa de exprimir
algoritmicamente as idéias do método simplex.

Algoritmo 11.1.1 Mestre.
Dados: x° solucao bdsica vidvel inicial associada a uma matriz base inicial

By.
k:=0.
REPITA
Escolha, se possivel, uma nova varidvel bdsica daquelas varidveis nao
basicas.
Escolha, se possivel, uma nova varidvel nao basica daquelas varidveis
basicas.
Atualize Byyq e 81,
k:=Fk+1.

ATE QUE ‘convirja’.

Atencgao: Que tal fazer o exercicio 1 agora?

No restante desta secao e, nos proximos dois capitulos, construiremos
o algoritmo simplex baseado neste algoritmo mestre; finalizando com um
teorema de convergencia.

Nossa primeira pergunta ¢é a seguinte:

como determinar uma solucao basica viavel inicial?

Denominamos este problema de fase 1 ou, equivalentemente, problema de
viabilidade.
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11.1.1 Fase 1

Consideremos o problema de PL (P). Para o método simplex, o problema
fase 1 tem a seguinte forma:

(P) minimizar elz,
sujeito a: Ar+z, =0
x>0, x,>0,
onde z, € R™ é um vetor de varidveis chamadas varidveis artificiais e e é um

vetor de uns em R™.
Uma vez que b > 0, segue-se que, para o problema (Py),

][]

é uma solucao basica viavel associada a uma matriz base, dada pela matriz
identidade I, m x m.

O resultado a seguir garante a existéncia de uma solugao 6tima para o
problema fase 1, no formato (P;). Ou seja, este problema de viabilidade
jamais sera um problema ilimitado.

Teorema 11.1.2 O problema (P;) admite solugdo étima.

Demonstragao: Sabemos que o conjunto vidvel de (P;), denotado nesta
demonstracao por X7,

X ={z=[2", 21", Av+2,=0b, >0},

é nao vazio, pois [07,b7]7 € X;. O conjunto

{zeX; 0< ele, < eTb}

¢ limitado e nao vazio. Segue-se pelo Teorema 10.3.1 que o conjunto de
solugbes 6timas de (P;) é nao vazio, finalizando a demonstragao. |

Atencao: Que tal fazer o exercicio 2 agora?

O proéximo resultado é um critério de inviabilidade para o PPL original
(P).
Teorema 11.1.3 Considere (27,2117 uma solugao étima de (Py). FEntdo,
(P) € um problema invidvel se, e somente se, &, # 0.
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Demonstragdo: Suponha [27, 2] uma solugao 6tima de (P;). Vamos

demonstrar inicialmente que se (P) é um problema invidvel, entao z, # 0.
Suponha por contradi¢ao que z, = 0. Entao & > 0 e Az = b, o que significa
que X é nao vazio. Ou seja, (P) ndo é um problema inviavel, o que é uma
contradigdo. Finalmente, vamos demonstrar que se &, # 0, entao (P) é
invidvel. Suponha por contradi¢ao que (P) nao é um problema invidvel. Isto
significa que existe [z, 211" € R tal que Az = b e x, = 0. Assim, temos
que e’'2, < eTz, =0, o que contradiz o fato de que &, # 0. Isto completa a
demonstracao. |

Atencao: Que tal fazer o exercicio 3 agora?

Uma resposta auxiliar para a nossa primeira pergunta de como determinar
uma solugao bésica vidvel inicial para o problema original (P) é: resolver o
problema fase 1. O procedimento para resolver o problema (P;) é andlogo
aquele para a proxima fase, isto é, o problema de otimalidade, denominado
fase 2.

Observe que o problema fase 1 foi construido de tal maneira que uma
solucao basica viavel inicial esta disponivel e, pelo Teorema 11.1.2, possui
uma solucao 6tima. Pelo Teorema 11.1.3, de duas uma, ou certificamos
que (P) é um problema invidvel ou uma solugao béasica vidvel inicial para a
proxima fase pode ser obtida.

Como certificar que (P) é um problema invidvel? Pelo Teorema 11.1.3,
quando o vetor de varidveis artificiais Z,, em qualquer solucao 6tima de (P;),
é nao nulo. Em outras palavras, quando o valor 6timo para o problema (P;)
¢ estritamente positivo.

A resposta definitiva para a nossa primeira pergunta sera desenvolvida
na préxima subsecao.

11.1.2 Transicao: da fase 1 para a fase 2

Supondo que o problema original (P) nao é um problema invidvel, deve-
mos fornecer uma solucao bésica vidvel inicial para o problema fase 2, isto é,
para o problema original (P). Nesta subsegao respondemos como fazé-lo.

Se todas as variaveis artificiais sao variaveis nao béasicas na solucao 6tima
para o problema (P;), entdo basta eliminar as varidveis artificiais. Neste
caso, a partir da fase 1 concluida, determinamos uma solugao bésica viavel
inicial para a préxima fase. Este é o caso mais simples.
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O caso mais delicado é quando algumas das variaveis artificiais, nulas na
solugao tima para (Py), sdo varidveis basicas. Inicialmente, desenvolveremos
este caso através de um exemplo.

Exemplo 11.1.4 Considere o PPL

minimizar T — T
sujeito a : Ty + Ty + 23 =2
T+ X4 =2

X1, T2, T3, T4 ZO

O problema fase 1 é o PPL

min Ts + Tg
s.a: r1 4+ T9 + x3 + 25 =2
T1+ Ty + Tg =2
T1, T2, T3, T4, T5, Tg Z 0.

Seja a base otima

B 11
10|
para o conjunto de indices base Ig, = {1,5}, com o vetor de varidveis bdsicas
tp, = [r1,25)7 = [2,0]T. Observe que x5 e wg sio varidveis artificiais, e xs
€ uma varidvel bdasica. Pede-se: substituir xs por uma nova varidvel bdsica

nao artificial e fornecer Ig,, In,, Bo, No e z° para a fase 2.
Vejamos: consideremos a expressao obtida no Capitulo 5,

A -1 -1
rp, = B* b—B* N*LL'N*,

para a base otima B, para o problema fase 1, tal que T, € o vetor de varidveis
bdsicas incluindo a varidvel artificial x5 que € varidvel bdsica. Temos que

1100
N*_[0011]’

para Iy, = {2,3,4,6}. Ainda, zn, = Tn, = 0 para a matriz base B,. A
solugao otima para a fase 1,

& =2,0,0,0,0,0]",
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€ uma solugao basica vidvel degenerada.
Agora, consideremos eliminadas as colunas referentes as varidveis artifi-
ctats na matriz nao base Ny, isto €,
N 110
1001

para Iy, = {2,3,4}. Como xy, = 0 para B, devemos substituir os indices de
Ip,, associados as varidveis artificiais, pelos indices de In,. Uma maneira
de fazer isto é wverificar as linhas em B_'N,, correspondentes as varidveis
artificiais em Tg_, que sao nao nulas. Estas linhas sempre existirao, porque
a matriz A tem posto completo (veja pdgina 171 em [11]). Em particular,

BlN:lO 1“1 1 0]:[0 0 1]
o 1 -1 001 11 -1}
tal que a primeira linha corresponde a x1 e a sequnda a 5.

A partir dai, troque as varidveis artificiais bdsicas em Ig,_, verificando
as linhas ndao nulas em B;'N,, pelas varidveis ndao bdsicas (ndo artificiais)
em Iy, , associadas as colunas nao nulas em B;'N,; que sdo as mesmas
associadas as colunas em N,. Em particular, a sequnda linha em B;'N,,
que corresponde a x5, tem todos os coeficientes nao nulos. Assim, basta

tomar alguns deles, por exemplo, o primeiro coeficiente nao nulo da sequnda
linha estd na primeira coluna, que corresponde a xo. Entao,

IB* = {1,2} € IN* = {5,3,4}

Finalmente, todas as varidveis artificiais restantes sao varidveis nao bdsi-
cas. Entao, basta elimind-las como anteriormente no caso mais simples. Em
particular,

[BO = {1,2} e [NO = {3,4},

11 10
BO_[l 01 eN”_lo 1]'

Logo, a solugao basica vidvel inicial para a fase 2 é dada por

com

2" =2,0,0,0]".
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Atencao: Que tal fazer o exercicio 4 agora?

A seguir, vamos enunciar um procedimento para a transicao da fase 1
para a fase 2, especificando a troca das variaveis artificiais basicas em Ip,
pelas varidveis nao bésicas, nao artificiais, em Iy, .

Procedimento 11.1.5 Fase 1 para a fase 2.

Dados: uma matriz aumentada A = [A 1], uma matriz base B,, conjuntos
de indices base Ig,, nao base Iy, e J = {n+1,... ,n+m}, e uma solugcio
otima para (Py) denotada por z € R™™.

Se alguma varidvel artificial na solugdo dtima de (Py) € varidvel bdsica,

K = ]B* NnJ.
IN* = ]N* - (J— K)
Calcule a matriz D, m x |Iy,

)

B.D = A, .

Parai=1:m
Se (zp, )i € uma varidvel artificial,
Encontre j =1: |In,|, tal que D;; # 0.
Tome

iy = (In,)j5 ine i= (I, )i

]B* = IB* U {Zb} — {inb}; ]N* = ]N* — {Zb}

J =
Saida:

Ip:=1Ip,; In:=1INn,—J; B:= B,

rp =z, xy:=0 (0 € um vetor em R"™™).

A saida deste procedimento fornece, para a préoxima fase, uma matriz base
inicial B, conjuntos de indices base Ig e nao base [y iniciais, e uma solucao
bésica viavel inicial x € R™ composta de um vetor de variaveis bésicas xg e
de um vetor de variaveis nao bésicas z .

Agora estamos prontos para estudar a fase 2. Eo que introduziremos no
proximo capitulo.
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Atencao: Que tal fazer o exercicio 5 agora?

11.2 Exercicios

1. Considere o PPL

minimizar —x1 — 2x9
sujeito a : Ty + o + T3 =4
271 + 12 + T4 =0
T+ s =3

T, T2, T3, T4, T5 2 0.
Pede-se:

(a) Resolva graficamente este problema.

(b) Quantas sao as solugoes bésicas vidaveis? E, quantos sdo os pontos
extremos?

(c) Por que, neste caso, temos mais solugoes bdsicas vidveis do que
pontos extremos?

(d) Calcule o valor da fungao objetivo para cada solugao basica vidvel.
Quem ¢é uma solucao 6tima?

(e) Use o Algoritmo 11.1.1 fixando escolhas e atualizagoes, para re-
solver este problema.

2. Considere o PPL

minimizar -1
sujeito a : T+ T =3
r1, x2 = 0.

Pede-se:

(a) Transforme este problema no problema fase 1.

(b) Existe uma solugao 6tima para o problema fase 17 Justifique.

3. Considere o PPL do exercicio anterior. Forneca uma solucao étima para
o problema fase 1. Por outro lado, construa um problema inviavel e
certifique, através da fase 1, que de fato o seu problema é um problema
inviavel.
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4. Considere o Exemplo 11.1.4. Substituindo x5 por x4, determine

0
IBO? [N07 Bo e .

5. Implemente, em MATLAB ou em OCTAVE, a transicao da fase 1 para
a fase 2 para o problema de PL do Exemplo 11.1.4, com as entradas:

- 111010 11
A_[l()OlOl]’B*_[lO]’
[B* = {17 5}? IN* = {27 37 47 6}7 J = {57 6}7

z=102,0,0,0,0,0]", m=2en=4
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Capitulo 12

Método Simplex: algoritmo
mestre adaptado

Continuamos com o nosso objetivo de enunciar e demonstrar que o método
simplex fases 1 e 2 com a regra de Bland converge. Neste capitulo, estudamos
um algoritmo mestre adaptado na tentativa de construir o algoritmo simplex
a luz do Algoritmo 11.1.1.

12.1 Algoritmo mestre adaptado

Nesta secao, enunciamos um algoritmo mestre adaptado com um maior
detalhamento para a préxima fase do método simplex.

12.1.1 Fase 2

Para a fase 2 consideramos o PPL (P).

Continuamos o nosso processo construtivo com uma nova pergunta. A
partir da fase 1 concluida e, supondo que o problema original (P) nao é um
problema inviavel e que ja eliminamos todas as variaveis artificiais, partimos
de uma solugao basica vidvel e devemos escolher qual varidvel nao bésica
passara a variavel bésica e qual variavel basica passard a variavel nao basica.
A este processo de escolha damos o nome de refinamento. E, este processo, é
a idéia chave para o método simplex (veja pagina 103 em [9]). A propésito,
a nossa segunda pergunta é:

como escolher novas variaveis basica e nao basica?

87
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Consideremos o problema original (P). Denotamos uma solugao bésica
vidvel para (P), a saber, &, associada a uma matriz base B. Denotamos,
também, uma matriz nao base N. Por definicao,

ip=B'beiy=0.
Por conveniéncia, particionamos a matriz tecnolégica de posto completo
A e o vetor custo ¢ como

A=[N B] e c:lcN],

CB

onde B é uma matriz base m x m e N é uma matriz nao base m x (n —m).
Denotamos Ig o conjunto de indices base associados as varidveis bésicas e
Iy o conjunto de indices nao base associados as varidveis nao basicas.

Uma vez que uma matriz base é conhecida, todo ponto vidvel x para (P)
pode ser rearranjado em uma ordem correspondente como

x:[g].

Ar=b& Nay + Brp=b< Brp=b— Nay &
& axp=DB"'b— B 'Nuy. (12.1)

Desenvolvendo Az = b,

Desenvolvendo ¢’z e usando a tltima igualdade,

v =chay +chrg = chaoy +c5(B™'b— B'Nay) =

=cEB7 '+ (ch — kB ' N)ay <

(-1 ANT T
Ty ptpy | N (BN es TN (12.2)
B 0 g y

onde 0 € R™ denota um vetor de zeros.
Definicao 12.1.1 Dizemos que o vetor

. [ cN — (B(;lN>TCB 1 7

€ denominado vetor custo reduzido.
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Atencao: Que tal fazer o exercicio 1 agora?

De acordo com a expressao (12.2), o vetor custo reduzido é o vetor das
taxas de reducao no valor da funcao objetivo com respeito a mudanca na
variavel nao basica.

Atencao: Que tal fazer o exercicio 2 agora?

O proximo teorema fornece uma condicao suficiente para uma solucao
basica viavel ser uma solucao 6tima, cuja demonstragao pode ser encontrada
nas paginas 32 e 33 em [18].

Teorema 12.1.2 Se & € uma solugao bdsica vidvel com vetor custo reduzido
nao negativo, entao & é uma solu¢ao dtima para o problema (P).

Demonstracao: Suponha T uma solucao basica viavel associada a uma
matriz base B e o vetor custo reduzido s > 0. Considere x um ponto viavel
qualquer para o problema (P). Entao, usando (12.2) e a defini¢ao de vetor
custo reduzido, obtemos

> 0.

~ _ N _ TN
e —c's=chB'b+ s —cEB W =s"
B ]

Portanto, ¢’# < ¢z, para todo z vidvel. Isto significa que & é uma solucéo
6tima, finalizando a demonstracao. |

Atencao: Que tal fazer o exercicio 3 agora?

Examinando a literatura em Programagao Linear, constatamos que a
notacao para o desenvolvimento do método simplex é fundamental para uma
exposicao clara e facil. Neste ponto, a idéia é excluir a matriz N na imple-
mentacao do algoritmo simplex (se necessario, utilizaremos N uma tnica vez
no Procedimento 11.1.5) e trabalhar com os conjuntos de indices base e nao
base.

Notacao: Referindo-nos a matriz A particionada pela matriz base B e pela
matriz ndo base N, para j; € {1,...,n—m},l € Iy, i € {1,...,m}ek; € Ip,
denotamos d(l) € R™, a solugao unica do sistema

Bd(l) = N;, = A,.
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Finalmente, denotamos

a coordenada i do vetor d(l) associada a coluna k; da matriz A.

Atencgao: Que tal fazer o exercicio 4 agora?
O proéximo resultado certifica quando um PPL é um problema ilimitado.
Esta demonstracao pode ser encontrada na pagina 135 em [11].

Teorema 12.1.3 Considere o PPL (P). Seja dada uma solugao bdsica
vidvel T associada a uma matriz base B. Se s, < 0 e d(h) < 0, para al-
gum h € Iy, entao (P) é um problema ilimitado.

Demonstracao: Partimos de uma solucao basica viavel . Fixe h € Iy.
Seja %, = 0 uma varidvel nao bésica de & tal que s, < 0 e d(h) < 0. A
partir de z, tentaremos encontrar uma nova solucao basica viavel x, fazendo
T, a nova variavel basica, isto é, atribuindo-lhe um valor positivo. As demais
variaveis nao basicas de z continuarao nulas, isto é,

x;=2;=0, paratodo l € Iy, | # h. (12.3)
Substituindo (12.3) em (12.1), temos:

rp = JA?B — d(h)l’h
Substituindo (12.3) em (12.2), temos:

e =%+ spap.

Como d(h) < 0, podemos fazer xj, crescer tanto quanto queiramos sem o risco
de alguma componente de z assumir valores negativos. Fazendo x;, — oo,
temos, devido a tltima igualdade, ¢!z — —oo, uma vez que s, < 0. Logo,
(P) é um problema ilimitado. Isto finaliza a demonstracao. |

Atencao: Que tal fazer o exercicio 5 agora?

O proéximo resultado refere-se a bases de um espaco vetorial, o qual sera
importante para a demonstracao do proximo teorema. Sua demonstracao
pode ser encontrada nas paginas 36 e 37 em [11].
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Proposigao 12.1.4 Seja B = {u',...,u™} uma base do espago vetorial V e
seja o vetor v € V, que pode ser escrito da forma v = wul + ...+ wyuu™.
Caso exista algum t, t =1,... m, tal que w; # 0, entdo também o conjunto

r gl t—1 t+1 m
B'={u,... ;v ju,u o u™)

sera uma base de V.

Demonstracao: Suponhamos, sem perda de generalidade, que t = 1.
Qualquer vetor z € V pode ser escrito como combinacao linear dos vetores
da base B, isto é, z = zjut + ... + z,u™. Como w; # 0, podemos escrever
também

1
v=wu .. Fwpu” = ut = (v —wou? — .. — w,u™).
w1

Substituindo u' na primeira igualdade em z, temos:

1
z=2[—U—wu® — ... — wuu™)] + zu + ...+ zu™,
wy
isto é,
z 21w 21w
2= o+ (zm— VP A (2 — "
Wy w1 wy

Assim, qualquer vetor z € V pode ser escrito como combinagao linear dos
vetores v, u?, ..., u™. Por outro lado, fazendo

MU+ X + .+ Nu™ =0,

segue-se pela substituicao de v como combinacao linear de u!, ..., u™ que

Mwiut + (Ajwg + X)u? 4 . A (Mw, + Ap)u™ = 0.

Como os vetores u!, ..., u™ sdo linearmente independentes (17),

)\1’LU1 = ()\1?1)2 + )\2) =...= (Alwm + )\m) = 0.

Como w; # 0, temos A\; = 0. Segue-se pelas demais equagoes que
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m

o que significa que os vetores v,u?,...,u™ sao li. Entao, pela definicao de

base de um espaco vetorial,

B = {v,u* ... um}

¢ uma base de V), porque os vetores v, u?,...,u™ geram o espaco vetorial V
e sao [i1. Pela arbitrariedade de t = 1, concluimos a demonstracao. |

Esta proposicao garante que para uma base B de um espago vetorial V,
podemos substituir um vetor da base por um outro vetor obtendo novamente
uma outra base de V), verificada uma condigao bastante simples.

Atencao: Que tal fazer o exercicio 6 agora?

O teorema a seguir fornece um critério de possivel melhoria para o valor
da funcao objetivo do problema (P), cuja demonstracao pode ser encontrada
nas paginas 136 e 137 em [11].

Teorema 12.1.5 Considere o PPL (P). Seja dada uma solugdo bdsica
viavel T associada a uma matriz base B, e uma matriz nao base N. Con-
sidere sp, < 0, para algum h € Iy, tal que existe d;(h) > 0 ao menos para
algum k; € Ig. Ainda, considere

N s Gk ki € Ip}. 12.4
dy(h) l:r{unm{dz(hy i(h) >0, k; € Ip} (12.4)

Entao, fazendo x), = Ty, /dy(h) a nova varidvel basica, anulamos xy, fazendo-
a varitdvel nao bdsica, obtendo assim uma nova solucao bdsica vidvel x tal
que 'z < 'z, com desigualdade estrita caso o valor x;, seja positivo.

Demonstracao: Considere ¢ = 1,...,m. Seja x a nova solucao obtida
a partir da solucao basica viavel . Vamos demonstrar que x é também
solucao bésica viavel. Na nova solucao, mantemos todas as varidveis nao
bésicas, exceto xy, isto é,

x;=12;=0, paratodo l € Iy, | # h. (12.5)

Fazemos
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Substituindo (12.5) e xj, em (12.1), temos, para as varidveis basicas de &, os
novos valores:

T = B, — dy(B)an = p, — di(h)j('“;) para todo k; € Iy,  (12.6)
q

Suponha satisfeita a condi¢ao (12.4), isto é,

para todo k; € I com d;(h) > 0. Logo,

T,
dy(h)
para todo k; € Ig com d;(h) > 0.

Para d;(h) < 0 temos, pela definicdo de x;, > 0 e por (12.6), xz, > 0.
Logo, xy, > 0 para todo k; € Ip. Em particular, temos por (12.6) x5, = 0.
Considerando x, como varidvel nao basica e fazendo x;, a nova varidvel
béasica, verificamos ter m varidveis basicas nao negativas assim como n —m
variaveis nao basicas nulas. Temos, portanto, satisfeitas as condigoes de nao
negatividade: = > 0. Por outro lado, como todas as varidveis satisfazem o
sistema de equagoes (12.1) e este é equivalente ao sistema Ax = b, temos
satisfeitas todas as restrigoes do PPL (P).

Para mostrar que temos uma solugao basica viavel, basta mostrar que
podemos associar uma matriz base as variaveis basicas. De acordo com a
definigao de d(h), podemos escrever

> &x; — di(h)

Ap= > di(h)Ay,.
ki;€lp
Como d;(h) > 0, para algum k; € Ig, podemos de acordo com a Proposi¢ao
12.1.4, ter uma nova matriz base trocando na matriz base antiga o vetor Ay,
por A;. Temos, portanto, uma solugao bésica viavel x.
Usando (12.2), (12.5) e a defini¢ao de z;, > 0,

Ar—c's=spz, <0,

uma vez que s, < 0. Aqui ¢’z < ¢'2 se z;, > 0. Isto finaliza a demonstracao.
|
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Atencao: Que tal fazer o exercicio 7 agora?

Neste ponto, podemos responder a nossa segunda pergunta de como esco-
lher novas variaveis basica e nao basica. De fato, este tultimo teorema fornece
a resposta: basta escolher algum indice [ € Iy com s; < 0, tal que z; é a
nova variavel bésica, e escolher algum indice k; € I satisfazendo (12.4), tal
que T, ¢ a nova varidvel nao basica.

Como se trata de escolhas, a seguir vamos enunciar o algoritmo mestre
(Algoritmo 11.1.1) de maneira, digamos, mais completa. Relembramos que,
fixado um indice j, denotamos A; a j-ésima coluna de A.

Algoritmo 12.1.6 Mestre Adaptado.

Dados: uma solucdo bdsica vidvel 2° associada a uma matriz base inicial
By, um conjunto de indices base Ip, e um conjunto de indices nao ba-
se In,.

k:=0.

REPITA

Calcule o vetor multiplicador simplex y € R™,

BkTy = CpB,-

Calcule o vetor custo reduzido s € R™ tal que,

51 =0, para todo | € Ip, e
s =c¢ — yTAl, para todo | € Iy, .

Se s >0, entdo PARE; solucdo détima x*.
Entrada na base: escolha h € Iy, tal que sp < 0.
Calcule o vetor (dire¢io) d(h) € R™,

Byd(h) = Ay

Se d(h) <0, entao PARE; problema ilimitado.
Saida da base: escolha ky € Ip, tal que

xk k

k . Ty,
q — i ' ' ] '
a0~ A gy ) =0 ke In )
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Atualize os indices base e nao base, respectivamente,

IBk+1 = IBk U {h} - {kq};

[Nk+1 = [Nk U {kq} - {h}

Atualize a matriz base

Biy1 = B+ (An — Ar,)e]

onde e, € R™ é um vetor de zeros com valor um na posi¢ao
qg=1,....m.
Nowo ponto: calcule a nova solucdo bdsica vidvel 2*t! € R™,

k+1  _ 7.
Bk+1$Bk+1 — b,

k1.
= 0.

k:=k+1.
ATE QUE ‘convirja’.

Temos algumas observagoes a fazer acerca deste algoritmo. Inicialmente,
observe que sao dados os conjuntos de indices base I, e nao base I,. Isto se
deve a nossa conveniéncia de escrita e implementacao. Depois, o vetor custo
reduzido s é calculado pela Definicao 12.1.1 em dois passos: primeiro, refe-
renciamos o vetor multiplicador simplex y, o qual se relaciona com a variavel
dual; e segundo, o calculo das coordenadas de s associadas ao conjunto de
indices nao base da iteracao corrente ¢é feito usando o vetor multiplicador
simplex ao invés do calculo de inversao de matrizes, conforme a Definicao
12.1.1.

Também, observe que os critérios de parada exibindo uma solucao étima
é devido ao Teorema 12.1.2 e, certificando problema ilimitado, é devido ao
Teorema 12.1.3. Ainda, quando possiveis, tanto as escolhas para a entrada
na base quanto para a saida da base sao devidas ao Teorema 12.1.5.

Finalmente, observe que elaboramos uma terceira pergunta:

como atualizar matriz base e solugao basica viavel?
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A resposta foi imediata: da maneira que se encontra no Algoritmo 12.1.6.
Isto ¢, trocando na matriz base a coluna Aj, pela coluna Ay e resolvendo o
sistema de equacoes lineares Bxg = b. A propdsito, note que as varidveis nao
bésicas sao nulas. Dai, devemos tomar a nova varidvel nao bdsica zy, igual
a zero. Além disso, atualizamos os conjuntos de indices base e nao base.

Atencao: Que tal fazer o exercicio 8 agora?

Neste ponto, gostariamos de afirmar que o Algoritmo 12.1.6, define a
nossa estratégia para o desenvolvimento do método simplex (revisado) fase
1 e fase 2.

No préximo capitulo, estudaremos a convergéncia deste algoritmo, através
de um exemplo, em que fixaremos uma certa escolha para a entrada na base
e para a saida da base.

Atencao: Que tal fazer o exercicio 9 agora?

12.2 Exercicios

1. Counsidere o PPL

minimazar —x1 — 29
sujeito a : T1 + 49 + 23 =4
T1 — Tog+ Ty =3

X1, T2, T3, T4 Z 0.

Pede-se:

(a) Defina a matriz A e os vetores b e c.
(b) Fornega uma matriz base B e uma matriz nao base N.

(c) Para B e N defina, respectivamente, o conjunto de indices base
Ip e nao base Iy.

(d) Para esta matriz base B, calcule o vetor custo reduzido.

2. Calcule o vetor custo reduzido do PPL do exercicio anterior para a
matriz base dada pela matriz identidade. Verifique que a componente
mais negativa do vetor custo reduzido induz um hiperplano no conjunto
viavel com valor da funcao objetivo igual a -2. Todavia, verifique que
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poderiamos ter obtido um novo ponto extremo adjacente, x, com maior
reducao do valor da funcao objetivo, isto é, cf'x = —3.

3. Calcule o vetor custo reduzido do PPL do exercicio anterior para a
matriz base B obtida pelas primeira e segunda colunas de A. O que
vocé conclui?

4. Seja o sistema de equacoes lineares
T+ T2 +x3 = 4

2$1+I2+$4 =6
T+ 5 = 3.

Pede-se:

(a) Para

le{l, 2},ZEIN:{3, 4},i€{1, 2, B}GkiGIB:{l, 2, 5},

verifique que fixados jy=1el=3 (oujy =2el =4),

Bd(l) = N

Ji
é 0 mesmo que
Bd(l) = A;.
(b) Calcule d(h) e dy(h), paral=h=4¢ k; =k, = k3 = 5.
5. Considere o PPL

minimazar -
sujeito a : T1 — X =2
x1, 22 = 0.

Pede-se:

(a) Resolva graficamente este problema.

(b) Para o conjunto de indices base Iz = {1} e a solucao bésica vidvel
& = [2, 0]7, use o Teorema 12.1.3 para concluir que este PPL é
um problema ilimitado.
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6. Considere o sistema

X1+ To + T3 =4
21’1+$2+I4 = 6.

Para a matriz

defina a matriz base

e tome v = [1,1]7. O vetor [1,2]7 (ou [1,0]7) pode ser substituido pelo
vetor v? Por queé?

7. Considere o PPL

mMInNImLzar T
sujeito a : T1 + T =2
r1, 12 = 0.

Pede-se:

(a) Resolva graficamente este problema.

(b) Para a solucdo bésica viavel 2 = [2, 0], use o Teorema 12.1.5
para concluir que a nova variavel z possui ¢’z < ¢’'2. Quem é z?

8. Implemente, em MATLAB ou em OCTAVE, a fase 2 para o PPL do
exercicio 1 e para o PPL do exercicio 7, através do Algoritmo 12.1.6.
Observe que este algoritmo s6 é implementavel a partir de escolhas
para a entrada na base e para a saida da base. Assim, tome decisoes
para a fase 1 e tome decisoes para as escolhas (o chamado refinamento).
Acredite em vocé, garota(o)!

9. Faga uma pesquisa (biblioteca é um lugar legal!) da literatura em PL
e compare o método simplex com o método simplex revisado.



Capitulo 13

Método Simplex: algoritmo
fases 1 e 2

Neste capitulo concluimos o enunciado e a convergéncia do algoritmo
simplex de duas fases com a regra de Bland.

13.1 Algoritmo fases 1 e 2

Consideremos o PPL (P). Nesta se¢ao, enunciamos o algoritmo de duas
fases, também, de uma maneira construtiva.

Neste ponto, retiramos o apéstrofo do termo ‘ingénua’, usado no inicio do
Capitulo 11, quanto a idéia do método simplex. Isto se da devido ao fenomeno
denominado ciclagem, que pode ocorrer aplicando o método simplex, quando
existe uma solucao basica viavel degenerada. A ciclagem consiste em voltar-
mos para a mesma matriz base depois de um certo nimero de iteracoes.
Desta forma, o método simplex pode gerar uma seqiiéncia divergente.

Muitos autores afirmaram que a ciclagem dificilmente ocorria em pro-
blemas praticos. Todavia, Goldbarg (pagina 118 em [19]) deparou-se com
varios exemplos de ciclagem na solug¢ao de problemas de particionamento
nao ponderado de grande porte.

Beale [7] construiu um exemplo de PPL que cicla, com a utilizagao do
método simplex, para uma escolha particular para a entrada na base. A
seguir, executaremos o Algoritmo 12.1.6 para o exemplo de Beale (conforme
pagina 274 em [7]), no formato padrao, escolhendo para a entrada na base o
indice base com menor custo reduzido. Para a saida da base, escolhemos o
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menor indice, quando houver empate para a saida.

Exemplo 13.1.1 Verifique ciclagem no exemplo de Beale, a saber:

minimizar —%:Ul + 20z — %xd + 6x4
sujeito a : i:cl — 89 — x3+ 914 + x5 =0
%.Il — 12.7}2 — %.1'3 + 3]34 + xg =0
T3+ Ty =1

X1, T2, T3, T4, Ts, Tg, T7 Z 0.

Vejamos: a matriz A e os vetores b e ¢ sdo

_3

4

20

: 8 -19100 0 -3
A=|35 —-12 =3 3 0 1 0|, b=|0| ec=| 6
0 0 1 0001 1 0

0

_0_

Aplicando o Algoritmo 12.1.6, temos dados a matriz base inicial, o ponto
inictal, os conjuntos de indices base e nao base iniciais, respectivamente,

Bo=1, 2°=[000000 1), Iz, ={5 6, 7} eln, = {1, 2, 3, 4}.
Calculando o vetor multiplicador simplex,

Bly=cp,=Ily=0=y=0.

Usamos y = 0 para calcular o vetor custo reduzido, para l € In,,
S1 =C — yTAl = —3/47 S9 = Co — yTAQ = 20,

83203—yTA3:—1/2 684204—yTA4:6.

Fizamos a escolha do indice com menor custo reduzido para a entrada na
base, logo, escolhemos h = 1. Calculando o vetor direcao,

Bod(h) = Ay, = 1d(1) = Ay = d(1) = [1/4 1/2 0]".
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Fizamos, para a saida da base, a escolha do menor indice tal que

n (<5 dy(h) > 0, ks € I} — min{-S, Ty
min \———; i y i = Imin , =
i=123'd;(h)’ Bo di (1) dy(1)

Ou seja, kg = k1 = 5. Para atualizar a nova solucao bdsica vidvel, temos

Ig, ={1, 6, 7} e In, = {5, 2, 3, 4},

100
Bi=|3 10/,
00 1
logo,
2007 a 0 0
Bizp, =b= |3 1 0| |af|=]|0]|=zp=|0];
00 1][at 1 1

além disso,

Entdo, x' =[00000 0 1]7.
Para as proximas iteracoes temos:

IB2 :{17 2, 7}7 IBg = {37 2, 7}a ]B4 :{3a 4, 7}7

I, =15, 4, 7} e Ig, = {5, 6, 7} = Ip,,
para 2° = x' = ... = 5. Isto estabelece um ciclo. Quer dizer,
]B7 = IBN ]Bs = ]Bm N 1312 = ]BO, 6tC.,

ex’ =a' = ... =22 =.... Todavia, a solucdo étima para este problema de
Beale ¢ o ponto

r*=[10103/400]", comIg, = {1, 3, 5}.
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Atencao: Que tal fazer o exercicio 1 agora?

Existem algumas maneiras de escolher uma nova variavel basica, isto €,
uma nova coluna na matriz nao base N para compor a matriz base B. E,
também, existem algumas maneiras de escolher uma nova variavel nao bésica,
isto é, uma nova coluna em B para compor a matriz N. Todavia, escolhe-
remos uma mesma regra que decide quem entra e quem sai da base. Optamos
por uma escolha objetivando convergéncia do método simplex, como veremos
adiante e, também, simplicidade de idéia e de implementacao. Esta escolha
¢ conhecida como a regra do menor indice ou a regra de Bland [9], a saber:

(i) entre todos os candidatos a entrar na base, selecione a variavel x;, tendo
o menor indice, isto é, encontre

h = lrIel}]Ivl{l’ 51 < 0};

(ii) entre todos os candidatos a sair da base, selecione a variavel x, tendo
o menor indice, isto é, encontre

k k
o Ty T |
by = in {kios o=y = min {5y dilh) > 0, ki € I, }}-

O elemento d,(h) é denominado pivo. Para o formato original (tabular)
do método simplex, a g-ésima linha é denominada linha pivo e a h-ésima
coluna é denominada coluna pivo.

Finalmente, estabeleceremos o algoritmo simplex revisado fases 1 e 2 para
o PPL (P) com uma técnica anti-ciclagem, ou seja, com a regra de Bland. Se
necessario, usaremos o Procedimento 11.1.5 para a transicao da fase 1 para
a fase 2.

Algoritmo 13.1.2 Simplex Fases 1 e 2.

Fase 1: obtemos uma solucdo bdsica vidvel 2° associada a uma matriz
base inicial By, um conjunto de indices base Ip, e um conjunto de
indices nao base ly,, eliminando todas as varidveis artificiais. Caso
contrdrio, certificamos problema invidvel.

k:=0.

REPITA
Calcule o vetor multiplicador simplex y € R™,
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B,fy = CB,-
Calcule o vetor custo reduzido s € R" tal que,
s1 =0, para todo |l € Ip, e

s;=c —yl Ay, para todo | € Iy,.

Ses>0
entdo x* € uma solucdo otima;
senao
Entrada na base: calcule o novo indice base

h= lrer}gi{l; s; < 0}.

Calcule o vetor (diregio) d(h) € R™,

Byd(h) = Ap,.
Se d(h) <0
entao problema ilimitado;
SENa0

Saida da base: calcule o novo indice nao base

k
. xkio

. ' . Th |
kq = ki?élﬁgk{klo’ RO i=IE.1.13m{di(h)’ di(h) >0, k; € Ip, }}.

Atualize os indices base e nao base, respectivamente,

[Bk+1 = [Bk U {h} - {kq};

[Nk+1 = [Nk U {kq} - {h}

Atualize a matriz base
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Biy1 = B+ (An — Ay, )e],

onde e, € R™ é um vetor de zeros com valor um na posi¢ao
g=1,...,m.
Nowvo ponto: calcule a nova solucao bdsica vidvel ¥+ € R,

k+1 _ b
Y

Bk+1$Bk+1

k1.
. = 0.

k:=k+1.
ATE QUE (s >0) ou (d(h) <0).

Atencao: Que tal fazer os exercicios 2, 3 e 4 agora?

O préximo resultado garante convergéncia para o algoritmo simplex. Sua
demonstragao pode ser encontrada em Bland [9], pagina 104 (veja péaginas
46 e 47 em [37]).

Teorema 13.1.3 O algoritmo simplex revisado fase 1 e fase 2, com a regra
de Bland, converge.

Demonstracao: Sem perda de generalidade considere a fase 2 do algo-
ritmo. Convergeéncia significa verificar otimalidade ou detectar problema
ilimitado. Suponha por contradicao que o algoritmo simplex nao converge,
isto é, ocorre ciclagem. Uma vez que o algoritmo simplex determina unica-
mente um elemento pivo, o ciclo é bem determinado.

Seja T C {1,...,n} o subconjunto de indices de todas as varidveis que
entram na base durante o ciclo, isto é, j ¢ T significa que z; jamais sera ou,
sempre sera, uma variavel basica durante a ciclagem. Considere

t =max{j; j €T}

Considere uma iteracdo k, com matriz base B e solucio bésica viavel z,
tal que A; sai da base e A, entra na base. E, considere uma iteracao l%, com
matriz base B e solucao bésica viavel z, tal que A, retorna para a base. Logo,
r € T. E, na ciclagem, o valor da funcao objetivo permanece o mesmo.

Na iteracdo k denotamos:
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r5 =75 — B 'Nag

cl'e=c"7 +5kay; (13.1)

e na iteracao k denotamos:

A D17,
Tp=1z— B Nuxg

T . Tx AT
cr=c x+sNxN.

T T

Na ciclagem temos que ¢’z = ¢

55 = 0. Dal,

Z e, pelo algoritmo simplex temos que

T, _ Ta | T . _ T-  oT
CT=CTH+sgry=CcT+5 7T,

que deve ser verificada para

=X wz;=0, jely—{r}

e =c"7+ 5.\ (13.2)
Entao,
dr=cz+8"v=c"T+ 5N+ &, (T, — di(r)N) (13.3)
i=1
De (13.2) e (13.3),
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e isolando os termos em A,

(Er — §7n + ngzdl(T)))‘ = Zékzjkzv
i=1 =1

cujo lado direito desta tltima igualdade é uma constante para qualquer .
Logo, esta constante deve ser nula. Dali,

Sr— 8+ Y Sk di(r) = 0. (13.4)
=1

Agora, 0 nosso raciocinio para o restante desta demonstragao se concen-
trard nesta tltima igualdade. Assim, como A, entra na base na iteracdo k,
5. < 0. E, como A, nao esta entrando na base na iteragao l%, entao s, > 0,
porque pela definicao de t e pelo fato de que r € T', concluimos que r < t
e, também, porque estamos usando a regra de Bland no algoritmo. Ainda,
para que a igualdade (13.4) seja verificada, deve existir o, « = 1,...,m, tal
que 55 dy(r) > 0. Uma vez que 5, # 0, Ay, estd na base na iteracio k e
nao esta na base na iteracao k. Logo, ko, € T' e k, < t, para k, € I5.

Como A, sai da base na iteracdo k e A, entra, entdo d;(r) > 0 para k; = t,
i=1,...,m. Como A; retorna a base na iteracao l;‘, 5, < 0, logo, 4,d;(r) <0
para k; =t,i=1,...,m. Segue-se que k, < t, para k, € Ig.

Para k, € I, se k, < t, entao s, >0 (8, # 0) implicando em_czagr) >0
para que possamos satisfazer $;_ d.(r) > 0. Todas as iteragdes de k e k estao
associadas a solucoes bésicas viaveis degeneradas implicando que o valor de
Tk, seja o mesmo na base ou fora, isto ¢, igual a zero. Desta forma, z;, =0
e, como d,(r) > 0, entdo pela regra de Bland Ay, deveria deixar a base na
iteracdo k, pois ko < t; contradizendo o fato de que A; sai da base na iteracao
k. Isto finaliza a demonstracdo. |

Podemos concluir, portanto, que o método simplex gera solucoes bésicas
vidveis (degeneradas, inclusive) pela mudanga de uma tnica coluna da ma-
triz base em cada iteracao, com o valor da funcao objetivo menor ou igual
ao anterior. Usando técnicas anti-ciclagem (existem outras além da regra
de Bland!), o método simplex nédo repete bases. Como o nimero de bases
possiveis é finito, o algoritmo simplex converge.

Para uma implementagao pratica do método simplex, consulte por exem-
plo, Goldfarb e Reid [20].

No préximo capitulo vamos estudar o método afim-escala, através de um
algoritmo mestre.
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Atencao: Que tal fazer o exercicio 5 agora?

13.2 Exercicios

1.

Continue o Exemplo 13.1.1, fazendo as contas, para mais cinco iteragoes.
Isto é, verifique que o algoritmo simplex pode nao convergir se nao re-
finarmos as nossas escolhas.

. Implemente, em MATLAB ou em OCTAVE, o algoritmo simplex re-

visado, com a regra de Bland, para o problema de Beale.

Implemente, em MATLAB ou em OCTAVE, o algoritmo simplex re-
visado fases 1 e 2, com a regra de Bland, para os seguintes problemas
de PL:

(a) um problema invidvel;

(b) um problema que gera uma solugao béasica viavel inicial para a
fase 2, com alguma variavel artificial como varidvel basica; e

(¢) um problema ilimitado;

Implemente, em MATLAB ou em OCTAVE, o algoritmo simplex re-
visado fases 1 e 2, com a regra de Bland, para o problema da dieta
exemplificado no Capitulo 3.

Dada uma excelente implementagao do Algoritmo 13.1.2, sob condigoes
razoaveis de trabalho (energia, digitacao dos dados), este algoritmo re-
solve qualquer PPL no formato padrao. Verdadeiro ou falso? Justi-
fique.
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Capitulo 14

Método Afim-Escala: algoritmo
mestre

Continuamos com a etapa de estudarmos alguns métodos para resolver
problemas de PL. O objetivo deste capitulo é enunciar um algoritmo mestre
na tentativa de exprimir algoritmicamente as idéias do método afim-escala
(veja Dikin [15] e [16], Barnes [3] e Vanderbei, Meketon e Freedman [58]). No
proximo capitulo, enunciaremos o algoritmo afim-escala e demonstraremos
sua convergencia.

14.1 Algoritmo mestre

Consideremos o PPL primal no formato padrao

(P) minimizar — cfx
sujeito a: Axr =0
x>0,

onde sao dados uma matriz A € R™*" e vetores b € R™ e ¢ € R", com
0<m<n.

Sem perda de generalidade, conforme Capitulo 2, consideremos a matriz
A de posto completo. Além disso, sem perda de generalidade, conforme
Proposicao 10.2.3, supomos que o vetor custo ¢ nao estd no espago linha da
matriz tecnolégica A, uma vez que o método afim-escala trata com pontos
interiores viaveis.

109
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Atencao: Que tal fazer o exercicio 1 agora?
As hipéteses para este capitulo sao:

(Hy) O conjunto vidavel X ¢ limitado.
(Hz) O conjunto de pontos interiores vidveis X° é nao vazio.
(Hs) E dado um ponto interior viavel inicial 20 € X,

A hipétese (Hy) é muito forte e ndo é necesséria (vide [59]), mas ela sim-
plifica o processo construtivo que pretendemos desenvolver para o método
afim-escala. As hipéteses (Hy) e (Hs3) sao usuais para métodos que geram
uma seqiiencia de pontos interiores viaveis.

Pelas hipéteses (H;) e (Hy), podemos usar o Teorema 10.3.1 e concluir
que o conjunto de solugoes dtimas X (P) é nao vazio e limitado. Observe,
também, que o vetor do lado direito b é nao nulo, porque se X° é nao vazio,
entao o conjunto viavel X', para b = 0, é um cone convexo, logo, nao é um
conjunto limitado.

Atencgao: Que tal fazer o exercicio 2 agora?

Considere o problema (P) e suponha (H;) e (H2). A idéia do método
afim-escala baseia-se na idéia de Dikin [15]. Isto é, o método de Dikin con-
siste em caminhar pelo interior de um conjunto poliedral de um PPL (P),
através de pontos interiores viaveis gerados pela solucao de uma seqiiéncia
de subproblemas (Fy), k =0,1,..., a saber:

(Py) minimizar clx

sujeito a: Ar =b
(x — 2"TX % (2 —2¥) < 1,

onde 2% € X° é o centro do maior elipséide simples e X, = diag(z"*).

A seguir vamos enunciar uma proposicao que afirma podermos desconside-
rar a restrigdo x > 0 do problema (P;). A demonstragao pode ser encontrada
na pagina 175 em [3].

Proposicao 14.1.1 Considere 2* € X° e X, = diag(x*). Entdo, o elipsdide

{r e R, (v — 2" X %z —2") <1}
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estd contido no ortante nao negativo em R™.

Demonstragao: Suponha por absurdo que zj, < 0 para algum jj, com
Jo=1,2,...,n. Entao, como

Z("’(_)) (o= )X -t < 1.

Segue—se que
Q:k)g (xjo -y

= () —
1 Z J Z Jo > 1’
SR @y

o que é um absurdo. Isto finaliza a demonstracao. |
Assim, Dikin propode resolver um PPL por uma seqiiéncia de problemas
de Programacgao Nao Linear.

Atencao: Que tal fazer o exercicio 3 agora?
A seguir, enunciamos um algoritmo mestre em uma tentativa de exprimir
algoritmicamente as idéias do método de Dikin.

Algoritmo 14.1.2 Mestre.
Dado: x° é um ponto interior vidvel inicial, isto é, 2° € X°.
k:=0.
REPITA
Obtenha x*T1 € X resolvendo o subproblema (Py).
k:=Fk+1.
ATE QUE ‘convirja’.

Atencao: Que tal fazer o exercicio 4 agora?

No restante deste capitulo, construiremos o algoritmo afim-escala baseado
neste algoritmo mestre. A hipétese (H3) afirma que 2° € X° é dado. Assim,
a nossa pergunta € a seguinte:

como resolver o subproblema (P;), k=0,1,...7
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14.2 Resolucgao de (FP;)

Consideremos o problema de PL (P). Para o método afim-escala, re-
solvemos o problema (P) através de uma seqiiéncia de subproblemas (F),
k=0,1,....

Com o intuito de responder a nossa pergunta de como resolver o subpro-
blema (Pg), k = 0, 1, ..., enunciamos o seguinte resultado, cuja demonstragao
pode ser encontrada na pagina 35 em [23].

Proposicao 14.2.1 Suponha que ¢ € R" ndo estd no espaco linha de A.
Entao, o problema

minimizar c'h
sujeito a: Ah =0
[h]] <1,
possut a solucao,
R
Y
eyl

onde ¢, € o vetor c projetado no espago nulo da matriz A.

Demonstragao: Por hipétese, ||c,|| > 0. Pela Proposicao 7.1.2, ¢ = ¢,+¢;,
onde ¢, € N(A) e ¢; € R(AT) é ortogonal ao espaco nulo de A. Para
qualquer vetor unitério » em N(A), ¢"h = ¢, h porque ¢; h = 0. Dai, usando
a desigualdade de Cauchy-Schwarz e ||h| = 1,

"Rl = |eg bl < leplllIR]] = lleyl,

que pela definicao de valor absoluto, é equivalente a

~llepll < ¢"h < eyl
Logo, para o problema de minimizagao, a solugao é:

Y
llenll

finalizando a demonstracao. |

h =




14.2. RESOLUCAO DE (Pg) 113

Atencao: Que tal fazer o exercicio 5 agora?

Responderemos a nossa pergunta de como resolver o subproblema (FPy),
k=0,1,..., com a proxima proposi¢ao, cuja demonstracao pode ser encon-
trada nas paginas 19 a 22 em [39).

Proposicao 14.2.2 Suponha que ¢ € R" nao estd no espaco linha de A.

Entao, o problema (Py,), k=0,1,..., possui a solugdo
Pjc
T = Xk(e — — ),
| Pacll

onde ¥ € X%, X;, = diag(s¥), ¢ = Xpe, A = AX, e Py € a matriz de

projecao no espaco nulo de A.

Demonstragao: Considere o problema (FP;), k = 0,1,.... Fazendo uma
mudanca de escala

T = inf',

onde X;, = diag(z"*) e T € R", transformamos o elipséide com centro em z*

em uma bola com centro no ponto e = [1,1,...,1]T € R", porque o ponto
¥ = Xpe. Ou seja, substituindo x = X,Z no problema (P;), obtemos o
seguinte problema de Programacao Nao Linear:

(Py) minimizar 'z
sugjeito a: Az =b
[z —ell <1,

onde ¢ = Xjc, A= AX), e T € R", pois

e =c"(Xp2) = (Xpe) 'z = 7,
b= Az = A(X7) = (AX})7 = Az,

(x— 2" X2z —2") <1
(XpZ — Xpe) ' X 2(Xp — Xpe) < 1
(Xu(7 — )" X *(Xk(T —¢)) < 1
(7 —e)' X)X 2 X1 (T —e) < 1
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Z—e)l(@—e)=|z—¢|’<1=|T—¢] <1

Temos que o problema (P) é o problema (P;) com uma mudanca de escala
definida por X', que minimiza o valor de uma funcdo linear na intersecio
do hiperplano {# € R"; Az = b} e da bola centrada no vetor de uns e € R".
Segue-se que o vetor e é um ponto interior vidvel para o subproblema (P,
k=20,1,..., pois

Ae = (AXp)e = A(Xpe) = AxF =b e |e—e|=0< 1.

Tomando uma dire¢ao qualquer h = T — e, conforme Proposicao 8.2.3(a),
obtemos

c'z=c'(e+h)=cletch,

b=Az = Ale+h) = Ae+ Ah=b+ Ah = Ah =0,
|z —el| <1=|a] <1.

Dai, uma vez que ¢’ e é uma constante, obtemos o problema

minimizar — &'h
sugjeito a: Ah =0
IRl <1,

cuja solucao é

b= _ Pac
[Pacl|’

conforme Proposicao 14.2.1.
Entao,
- P;c
r=e-+ h=e— =)
| Pac]|
é a solucio para (P). Finalmente, a solugao para o problema (F;) é obtida
reescalando a soluc¢ao em (Py),

P;c

T = inf’ = Xk<€ — —
[Pl

).
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Isto finaliza a demonstracao. |

Esta proposicao esclarece os termos ‘afim’ e ‘escala’. Ou seja, a idéia
de Dikin para resolver o problema original (P), é resolver uma seqiiéncia de
subproblemas (FPy), k =0, 1,.... Resolver (P) significa fazer uma mudanga
de escala para transformar elipséide em bola através de uma transformacao
afim.

Conforme Proposigao 14.2.1 e Proposigao 8.2.3(a), minimizar uma fungao
linear em uma bola unitaria intersecao com restricoes de igualdade é tomar
uma diregao no espago afim (neste caso, o termo afim é posterior aos trabalhos
de Dikin, designado para métodos de pontos interiores tipo Gonzaga - veja
Todd em [56]) definido por Az = b, através de uma diregao de descida no
espaco nulo de A.

Atencao: Que tal fazer o exercicio 6 agora?

Uma vez que o subproblema (FP), & = 0,1,..., estd definido para o
maior elipsdide simples, isto é, tangente aos eixos coordenados no primeiro
ortante, devemos descartar a possibilidade de obtermos uma solucao neste
subproblema com alguma coordenada nula, tal que esta solugao nao seja
uma solugao étima para o problema (P). Descartaremos esta possibilidade
no proximo teorema, cuja demonstragao pode ser encontrada nas paginas 116
e 117 em [52].

Teorema 14.2.3 Considere z* uma solugao dtima para o subproblema (Py),
qualquer que seja k, k = 0,1,.... Se z; = 0 para algum j, j = 1,2,...,n,
entao x* resolve o problema (P).

Demonstracao: Fixe arbitrariamente k, £ = 0,1,..., e considere o sub-
problema (F%). Suponha z* uma solugao étima para (Fy) tal que 25 = 0
para algum j, j = 1,2,...,n. Pela definicao de matriz de projegao e das
mudancas de escala ¢ = Xc e A = AX, para X}, = diag(z*) com 2* € X0,
temos que

Pye= (I — AT(AAT) 1 A)e
Piec= (I — (AX)" (AXL(AX) ") P AXE) Xye
Pye = (I — XpAT(AXFAT)TAX,) Xe
Pie = Xpe — X AT(AXZAT) T AX e
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Pie = Xp(c — AT(AXEAT) T AXGc).

Tomando

y = (AXFAT)'AX}Ec e s=c— ATy,
obtemos
Pjc = XkS.

Entao, usando a Proposicao 14.3.2,

Pj;c Xis X2s
" = Xg(e — —) = Xy(e — ——) = Xpe — .
| Psell [ X [ X
Portanto,
X2s
* k k
xt=a" — .
[ X
Assim, usando a hipdtese,
S P

Entdo, z%s; = || Xys||. Dai, zf's; = 0 para todo i # j. Como z} > 0 pela
defini¢ao de X}, obtemos s; = 0 para todo i # j. Logo, s > 0. Tomando y

uma solucao dual com s uma folga dual viavel, isto é

s=c—ATy e s>0

e, usando a condicao de folga complementar (z*)Ts = 0, segue-se pelo Teo-
rema 10.1.4 que z* é uma solu¢ao 6tima para o problema primal (P). Isto
finaliza a demonstracao. |

Agora estamos prontos para enunciar alguns algoritmos da familia afim-
escala. E o que faremos no proximo capitulo.

Atencao: Que tal fazer o exercicio 7 agora?
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14.3 Exercicios

1. Considere o PPL no formato padrao

minimizar Ty + Ty + X3
sujeito a : T+ x0+23 =3
X1, T2, I3 2 0.

Encontre o conjunto viavel e o conjunto de solugoes étimas. Verifique
que o vetor custo estd no espago linha da matriz tecnolégica.

2. Desenhe o conjunto viavel para cada um dos problemas de PL, a saber:

(a)

min T
s. a: T1 — X9 =2
xy, T2 2 0.
(b)
man T1 — X3
s.a: T1+ 22 +x3 =3

T3 =3
x1, T2, 13 > 0.

min T
s.a: T| — X9 =0
xy, 19 2 0.
(d)
min T+ 2o + 23
s.a: T+ x0+2x3 =3

Ty, T2, x3 > 0.

Por que nao trataremos estes problemas para suas resolucoes através
do método afim-escala? Observe que no item (c), justificar sua resposta
pelo fato de que o vetor do lado direito é nulo esta correto, mas lembre-
se de que isto é uma conseqiiéncia das hipdteses (H;) e (Hz2). Ja no
item (d), observe que a solugao do problema é trivial se supormos um
ponto interior vidvel conhecido.
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3. Desenhe a regiao vidavel para o problema de Programacao Nao Linear

min T — 2%
s.a: T1+ T =2
(z1—1,5)2 (x2—0,5)2
L B ey R

4. Resolva graficamente o PPL

min T
s.a: T1+ T =2
T1, T2 Z O,

pelo algoritmo mestre, tomando z° = [1,5, 0,5]7 € R? e um critério
de parada arbitrario.

5. Resolva o problema

man T — 2%
S. Q. T+ X2 =0
2?4+ 22 < 1.

6. Resolva o problema

min T — 2%
s.a: T1+ To =2
(z1—1,5)2 (x2—0,5)2
a7t <L

Aqui 2% = [1,5, 0,5]T € R?. Assim, quem é X}, X; ' e X, 27

7. Resolva o problema

min T
s.a: T =1
x1, x2 2 0.
através do subproblema (P), para k = 0, tal que ¢ = 20 = [1,1]7.

Qual é a solugdo Otima para o problema (F)? E para o problema
original?
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